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RESUMEN

Esta investigación pretende ser un aporte a la teoría del cre-
cimiento económico. Se plantea un análisis conceptual lógi-
co-matemático que da origen a un modelo riguroso poten-
cialmente útil. Se parte del costo de producción y se deriva la 
elasticidad de composición de los recursos, que incluye la del 
capital-trabajo a cada instante, las cuales sustentan los resul-
tados fundamentales del modelo. Se devela la contribución y 
participación de los recursos al crecimiento del costo y de la 
producción. La ganancia y su tasa constituyen un aporte del 
trabajo y del capital global. Se devela un residuo que emana 
de la inversión y se expresa en la producción y la ganancia. 
Dentro de límites relevantes, se evalúa el modelo con base 
en los índices de capital fijo, trabajo y producción de la manu-
factura de Estados Unidos (1899-1922), aportados por Cobb y 
Douglas (1928) en A theory of production. 

Palabras clave: recursos; composición; elasticidad; residuo.

ABSTRACT

This research seeks to contribute to the economic growth 
theory. It proposes a logical-mathematical conceptual analysis, 
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generating a rigorous and useful model of economic growth. The 
starting point is the cost of production from which the elasticity 
of resources’ composition, which includes the elasticity of 
capital-labor composition of the production process, is among 
the fundamental results. It was unveiled the contribution and 
share of resources in the cost and on production growth. 
From that dynamic, resources as the profit and the rate of 
profit appear as labor and capital contribution. It is revealed a 
residue which originates in investment and is reflected by the 
production and profit. To appraise the model, within relevant 
limits, we found useful capital, labor, and production indexes of 
the United States’ Manufacture (1899-1922) provided by Cobb 
and Douglas (1928) in A Theory of Production.

Key Words: resources; composition; elasticity; residue.

INTRODUCCIÓN

Formalmente, la teoría del crecimiento económico tuvo su origen en A 
theory of production de Cobb y Douglas (1928). Estos autores centran 
su investigación en la manufactura de Estados Unidos durante los años 
(1899-1922), para lo cual construyen indicadores de producción, capital y 
trabajo. Con ello, miden el crecimiento de la producción según variaciones 
en el nivel de capital y trabajo. Del análisis de relaciones entre esas varia-
bles derivan la contribución de esos recursos al crecimiento del producto. 
La función de producción de esos autores es homogénea de grado uno del 
capital y del trabajo y la producción tiende a cero cuando la cantidad de 
uno de los recursos tiende a cero. Los autores suponen constante la elas-
ticidad del producto con respecto de pequeñas variaciones en el nivel de 
trabajo ( 0 < α < 1 )1 y del capital ( 1 – α ), razón por la cual puede tomarse 
como un parámetro puramente tecnológico (Piketty, 2014, p. 218). 

Cobb y Douglas subrayan que a sus resultados se les ha dado un valor 
numérico exacto para poder fijar la idea, pero los números mismos se fijan 
provisionalmente en relación con determinado periodo y a ciertos índices. 
Cuando los índices sean refinados o el período cambia, puede ser que 
la constante 3/4 aparezca como una constante .7, .6 o tal vez como una 

1	 No obstante α = 3/4  no es una asignación antojadiza de esos autores, se basa en el índice esti-
mado (α = 0.74) por la Oficina Nacional de Investigación Económica para el período (1909-1918) 
para la manufactura de los Estado Unidos (Cobb & Douglas, 1928).
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variable (Cobb & Douglas, 1928). Así, para fijar la idea, (α) se supone 
constante e igual a 3/4; esto significa que pequeñas variaciones porcen-
tuales solamente en el trabajo, tienen tres veces el efecto que se produciría 
por el mismo cambio porcentual solamente en el capital” (Cobb & Douglas, 
1928, p. 156). Además, indican esos autores que se debe (1) estar prepa-
rado para idear fórmulas que no necesariamente se basen en la “contribu-
ción” relativa constante de cada factor al producto total, sino que permitan 
variaciones anuales, y (2) eliminar hasta donde sea posible el elemento 
tiempo de los procesos (Cobb & Douglas, 1928, p. 165). Solow (1957) y 
Arrow, Chenery, Minhas y Solow (1961) ofrecen un sistemático esfuerzo 
teórico en esta dirección, mientras Villalobos (2019) sugiere que (α) varía 
a cada instante. Si bien el modelo de contabilidad del crecimiento permite 
variaciones de (α) en el rango (0 < α < 1) (Barro & Sala-i-Martin, 2004; 
Crafts, 2009; Abramovitz, 1956; 1962; Hulten, 2009)2, el procedimiento no 
corresponde con el método y las sugerencias de Cobb y Douglas (1928).

La primera sección de esta investigación se plantea un modelo de creci-
miento económico según participación de los recursos en el crecimiento 
de los costos (Villalobos, 2019). Del segundo al cuarto apartado, el ob-
jetivo es medir el consumo o depreciación, remanente, reposición y acu-
mulación por nueva inversión del capital fijo, el capital laboral y el trabajo, 
en términos de producto. La siguiente sección se plantea la posibilidad 
de un residuo con origen en los costos de producción. Las funciones de 
producción y ganancia trazadas en las secciones sexta y sétima, siguen 
el método con el cual se deriva la función de costos y se formula la contri-
bución y participación de los recursos en el producto. La cuantificación de 
la depreciación y el remanente se desarrolla en el octavo apartado. La pe-
núltima sección presenta las conclusiones, implicaciones y posibles líneas 
de investigación. En el anexo se intenta evaluar la rigurosidad y fortaleza 
de los supuestos críticos de la propuesta teórica3, al utilizar los índices de 
producción, capital y trabajo generados por Cobb y Douglas (1928).

2	 Abramovitz (1956) se propuso analizar las tendencias de los recursos y el producto en la economía 
de los Estados Unidos de América desde 1870 y, a tal efecto, se formuló tres preguntas que contie-
nen, en general, las preocupaciones de Cobb y Douglas (1928); empero el método analítico difiere 
al de estos últimos autores. 

3	 Solow (1956) sugirió que toda teoría depende de supuestos que no son completamente ciertos, 
pero las conclusiones dependen sensiblemente de supuestos cruciales, razonablemente realísti-
cos. Así, si los supuestos son dudosos, los resultados son sospechosos (p. 65).
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Esta investigación formula la cuantificación de los valores ∀{α,ὰ,ά,ἄ:(0,1)}  
a cada instante, e.g. anual, y plantea la equivalencia costo-ingreso medio 
del trabajo como resultado de las variaciones en la elasticidad de compo-
sición de los recursos. La posibilidad de medir la viabilidad tecnológica al 
introducir el capital de trabajo, como materias primas o insumos, como va-
riables del modelo de costos, permite concluir que esta no necesariamente 
desplaza trabajo. Se propone una medida de la elasticidad de depreciación 
y de la composición de los recursos en general y del capital-trabajo en par-
ticular. La diferencia entre costo relativo potencial y efectivo, podría revelar 
un residuo como efecto tecnológico y de las condiciones de la economía. 

Dentro de los límites que fija la serie de índices provistos por Cobb y Dou-
glas (1928), un resultado práctico de esta investigación, relegado al ane-
xo, es la medición de la contribución y participación de los recursos en el 
crecimiento de los costos, el producto y la ganancia. Se supone que esos 
índices se expresan en valor real, así el precio del capital y el salario están 
implícitos. Según Cobb-Douglas (1928), “el propósito de este escrito (…) 
no es establecer resultados, sino ilustrar un método de ataque” (p. 156) al 
problema de la contribución y participación de los recursos en el crecimien-
to económico. 

La función de costo de producción 

Una economía afronta costos de producción (C ) a cada instante, por ejem-
plo, anualmente. En general, esos costos pueden clasificarse según tipos 
de recursos que sustentan la inversión; fijo Ķ, variables Ќ –materias primas 
e insumos– y trabajo L. La función de costos en una economía puede ser:

(1)  C=F(Ķ,Ќ,L)

Si  mide la viabilidad tecnológica o capacidad de la economía para 
transformar (Ķ,Ќ) al transferir sus atributos de valor al producto (Y), la 
ecuación (1) se redefine: 

(2)  C = F [(1,к)Ķ;L]

Sea  y sea (к=0) para que   tal 
que  es la contribución media del trabajo en el costo y así 
[1=F [ά,(1-ά)]]. 
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Al diferenciar la ecuación (2) y al simplificar:

(3)

y (ć,n,k,ḱ) son las respectivas tasas de crecimiento relativo de (C, L, Ķ,к). 
Sea 

(4)  ḱ=k-k 

y

(5)  k=k-ḱ

Sin progreso tecnológico (ḱ=0; k=k); dada la viabilidad tecnológica, la in-

versión en Ķ,Ќ es proporcional. Si  tal que Ķ se encuentra 
ociosa, su uso no es óptimo o bien existe exceso o escasez de inversión. 
Si  se registra exceso o escasez de inversión en Ķ,Ќ; el 
exceso de un recurso podría evidenciar escasez en otros.

Al substituir las definiciones anteriores en la ecuación (3) y al simplificar:

(6)  ć = f [άn;(1-ά)[(1,к)k-ḱ]]

Se denota así la participación relativa de los recursos según influjo de la 
viabilidad tecnológica en la composición de los costos. Se precisa la parti-
cipación proporcional de Ќ,Ķ dado (1-ά) y según incidencia de la viabilidad 
tecnológica, revelada por k,ḱ; dC=f [άn;(1-ά)(1,к)k,(ά-1)ḱ]C refleja cambio 
en el nivel de los costos a cada instante. 

Acumulación de capital fijo 

“(..) el reemplazo se queda corto de la depreciación (…), la inversión neta 
de depreciación no puede ser identificada con la inversión neta de reem-
plazo” (Domar, 1953, pp. 1-2). Suele suceder que Ķ no se consume total-
mente en cada instante, sino solo una fracción variable del mismo. Sea 

 el consumo productivo o depreciación Ǩ de Ķ  
transferida al producto (Y). Sea , donde (c) es el costo medio 
de producción a cada instante. Ceteris paribus, (C ) varía conforme a (Y)  y 
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una fracción қ de capital fijo aparece como acumulación efectiva, incluido 
el remanente: қ=Ķ-Ǩ∴қ=Ķ-δĶ∴ 

(7)  қ=(1-δ)Ķ

En la economía, las expectativas de ingresos podrían inducir inversiones 
en Ķ que reflejen exceso de reposición, expansión y/o entradas y salidas4. 
La distribución del capital fijo según esa dinámica, se establece a partir 
de la ecuación (7):  . La función del 
capital fijo podría ser: 

(8)  Ķ=F(қ ,Ǩ)

Al diferenciar la ecuación previa, resulta  , 
donde ᶄ ,ķ representan, respectivamente, la tasa de variación relativa del 
capital fijo remanente y de la depreciación efectiva. La tasa de variación 
relativa de la acumulación efectiva del capital fijo es:

(9)  k=f[δķ ,(1-δ)ᶄ ]

La acumulación relativa de capital fijo en cada período de producción se 
conjuga por la dinámica de la depreciación y el capital remanente debida a 
la reposición, ampliación, salida y entrada de capital. Si k = 0, Ķ  permane-

ce igual y  y sea  para que:

(10) 

lo cual define la elasticidad de la depreciación y permite medir δ :

(11) 

Dado ᶄ=νķ y al reemplazar en la ecuación (9) resulta 
 y al insertar la definición (10):

(12) k=2δķ

4	 Al respecto, Keynes (1964) sugirió el criterio de demanda efectiva, sustantivo en los supuestos 
críticos de su teoría general del empleo. 
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Se determina así la tasa de crecimiento de la acumulación efectiva del ca-
pital fijo equivalente solo a la reposición por depreciación a cada instante. 

Al empotrar la ecuación (9) en la (5), la variación relativa del costo poten-
cial es:

(13) 

y por la ecuación (12):

(14) 

Esta ecuación explica el rol del cambio relativo en la viabilidad tecnológica 
ḱ y de la acumulación relativa en capital fijo k como efecto neto de la varia-
bilidad de la depreciación, la reposición, la ampliación y la entrada y salida 
de capital, en la composición de los recursos. La mayor productividad de 
los recursos se denotaría por la relación inversa entre el crecimiento rela-
tivo de la producción y de los costos medios, C = F(cY)∴ć = f(ċ,λ) donde ċ,λ  
representan, en ese orden, la variación relativa de (c,Y).

Al suponer ċ=0  en la ecuación (13) y al operar: 

 

(15) 

Sea   la elasticidad de composición del costo poten-
cial, tal que:

(16) 

Y:

(17) 
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Sea  y al reemplazar en la ecuación (13) ocu-
rre ć=f [άn,(1-ά)υn]∴ć = f [ά,(1-ά)υ]n, y al substituir la ecuación (16) suce-
de ć=f (ά,ά)n∴ 

(18) ć=2άn

que define la tasa de crecimiento del costo efectivo de producción. 

Por la ecuación (9) y (15)  y sea 
la elasticidad de composición capital-trabajo, para que: 

(19) 

Si к=0, lo cual simplifica la composición de los recursos en términos de 
(Ķ,L), y dado k=μn, de la ecuación (13) o (14):

(20) ć = f [άn,(1-ά)μn]

Si ć=0, entonces -ά=(1-ά)μ∴ 

(21) 

Es evidente que υ revela la participación ά,δ de Ķ,Ќ,L y el influjo de μ en C. 
Estos resultados sugieren que en ć la asignación de los recursos se define 
según υ, que incluye la participación del capital y el trabajo en el producto 
según μ. 

Composición del costo de producción

De la ecuación (2), la composición de los recursos (r) en el costo de pro-
ducción es:

(22) 

En el largo plazo (r) podría modificarse ceteris paribus a causa de cam-
bios tecnológicos en (Ķ,Ќ,L) y de la acumulación y depreciación de Ķ en 
cada instante. Sin embargo, en el corto plazo puede presentarse variabili-
dad en (r) ceteris paribus según dinámica de los mercados y políticas de 
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gobierno con influjo la velocidad de depreciación tal que (k=0) y no habrá 
reposición, ni entradas ni salidas de capital. Al suponer к=0 en la ecuación 
anterior, se define la composición del costo solo en términos de inversión 
en (Ķ,L): 

(23) 

Al diferenciar (ȑ=k–n), donde ȑ destaca la tasa relativa del cambio en ȓ, tal 
que (k=ȑ+n) y la tasa de crecimiento relativo del costo registra la variabi-
lidad neta de ȓ a cada instante. Dado (k=μn), entonces [ȑ=μn–n∴ȑ=(μ-1)
n],  y μ depende (k,n):

(24)  

Al reemplazar este resultado en la ecuación (19):

(25)  

Así, ȓ puede variar dentro de cierto límite en dirección opuesta a (к) en 
función de ḱ. Estos resultados se muestran explícitos al derivar la ecuación 
(22):  y al insertar las ecuaciones 
(22) y (23):

(26) 

Si ḱ=0, y por consiguiente la acumulación de Ķ, responde a la reposi-
ción por consumo o acumulación por reposición; [ŕ=ȑ=(μ-1)n]. Si 
[ḱ≠0;k=n∴μ=1;ȑ=0], de la ecuación (26) se desprende:

(27) 

Ello implica que la viabilidad tecnológica no necesariamente desplaza tra-

bajo: si [ȑ=0;k=n, μ=1] y por la ecuación (25) υ >1: , y si 
además ḱ=n∴υ=[(1,1)к;1]∴[υ=(2к ,1)]>1, y (k) se duplica en razón de 
cada punto porcentual que varíe (k,n), y cuando (0<n<k),ȑ>0  y (μ,υ)>1. 
Se revela en estos casos, con diferente grado de intensidad, la menor 
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participación relativa de (L) en la composición del costo. Empero, ello po-
dría impulsar la productividad y la participación de los recursos en el cre-
cimiento económico. Si (0<k<n); ȑ<0,μ<1;υ>0 el nivel de trabajo crece. 
Si (ḱ,ȑ)=0, de la ecuación (26) emana ŕ = 0; la composición del costo está 
estancada. No obstante, la ecuación (27) indica posibilidad de una partici-
pación equitativa del trabajo y el capital en el crecimiento económico dado 
ḱ>0; μ = 1. 

Si en la ecuación (25) ḱ=0:

(28) 

Así, υ podría oscilar dado (1,к) al fluctuar μ. En tal caso, la participación 
del trabajo y el capital en el crecimiento económico podría ser desigual; 
favorece al capital si μ > 1. Además, si (ȑ=0; μ=1), de la ecuación anterior:

(29) υ=(1,к) 

de donde, dada la viabilidad tecnológica y (k = n), podría no variar υ y, sin 
embargo, υ>1; μ=1. Si, evento extremo, (k<0, n=0), se indica una tasa de 
consumo de Ķ en cada instante (t) sin reposición y el nivel de (L) es fijo; 
se registra una caída tendencial de ŕ proporcional a (k<0), ḱ se deprime 
hasta un nivel indeterminado y(υ, μ)→0). Además, ć_(→0) si (k<0, n=0) y  
ć=f [(1-ά)k<0], a la que vez ά(→1).

Costo de producción potencial y efectivo

Las mediciones de la variabilidad del costo reflejan el valor tendencial de ά a 
cada instante, según tendencia de (k, n, ŕ, ȑ), con lo cual (μ, υ) registran gra-
dos de respuesta ante variaciones en los recursos y la viabilidad tecnológica 
ḱ. Sin embargo, ά tiene que anclarse al valor de (r) en cada instante. Esto 
es, rt=(1+ŕt)rt–1 es el momento del anclaje de ά que permite el costo medio 
del trabajo en cada instante de la producción y su elasticidad respecto de 
las variaciones en el costo medio del capital. Al operar en la ecuación (22) e 
insertar el resultado en la ecuación (2), ocurre

(30) C = F(r,1)L  

Se deduce de esta ecuación que por cada unidad adicional de (L), existe 
determinada (r) en cada instante. Al diferenciar y suponer (ŕ=0): 
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(31) ćL = f [(r,1)n]ά 

Por la ecuación (22) también se sabe que  y por la ecuación 
(2): 

(32) 

Al diferenciar y suponer (ḱ,ŕ)=0 :

(33) 

Y al equiparar las ecuaciones (33) y (31) se estima ά efectivo a cada 
instante:

(34) 

El residuo en la composición del costo

El residuo (Solow, 1957; Arrow, Chenery, Minhas, & Solow, 1961) o más 
allá de la contribución del capital y del trabajo (Swan, 1956) de la inversión, 
se puede estimar por la contribución de (Ķ, L) en ć  en cada instante (So-
low, 1956) y un estado dado de la técnica (Keynes, 1964) o dado el estado 
de las artes (Swan, 1956). De la ecuación (23) se derivan dos eventos 
equivalentes: . Al introducir estas definiciones en la ecua-
ción (2), por separado se computan los costos medios de (Ķ, L)  dado к. 
Así, por (Ķ=ȓL), C=F[(1,к)ȓL;L]∴ C=F[(1,к)ȓ;1]L y sea  el costo me-
dio del trabajo, para que:

(35) ĉL=F[(1,к)ȓ;1]  

Por  ,  y sea  el costo me-
dio del capital fijo, tal que:

(36) 

El cociente de las ecuaciones (35) y (36) brinda como resultado el valor ȓ  
efectivo en términos de los costos medios de los recursos en cada instan-

te:  
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(37) 

Al derivar, se obtiene la tasa de variación neta de ȓ inducida por variacio-
nes relativas en la participación de los recursos en los costos medios:

(38) ṙ=ćĶ-ćL

lo que traza oscilaciones en torno a (ȓ). Por la ecuación (20) [ćL=άn;ćĶ=(1-ά)
k] y por la (38) (ṙ, ćL)=ćĶ tal que: 5 

(39) ć=2άn+ṙ 

Sea ṙ el residuo, que resulta de la participación de los recursos en los cos-
tos efectivos y fluctúa acorde con (δ, n, ķ, ᶄ) dado ḱ y por consiguiente (ν, 
υ, μ, ά, α); Si ṙ=0 se obtiene la ecuación (18).

La función de producción 

En criterio de Domar (1946), la productividad del trabajo no es una función 
del progreso tecnológico en abstracto, sino al progreso tecnológico incor-
porado en bienes de capital y a la cantidad de bienes de capital en general. 
Incluso sin progreso tecnológico, la acumulación de capital incrementa la 
productividad del trabajo, al menos hasta cierto punto; porque más capital 
es utilizado por trabajador en cada industria y debido a que hay un des-
plazamiento de trabajo hacia industrias intensivas en capital que pueden 
pagar salarios más altos. La producción es resultado de la transformación 
y transferencia de atributos de (Ķ, Ќ, L) por medio de procesos reflejan cos-
tos de producción. Empero, dado que se está intentando medir el capital 
que contribuye en la producción de bienes, se debe excluir el capital de 
trabajo, ya que es el resultado y no la causa del proceso de manufactura 
(Cobb & Douglas, 1928). 

Así, la función de producción sería:

5	 Sea dC=dL la condición equivalente del cambio en el costo total de producción (C) debido a una uni-

dad adicional de (L), de modo que . Así,  y dado que   entonces 

 y sea ćL la tasa de cambio del costo medio por unidad adicional de (L), para que 

ćL=άn .
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(40) Y=F(Ķ, L)

Sea  y sea , y al diferenciar la ecuación (40) 
e insertar las definiciones anteriores, resulta la tasa de crecimiento produc-
to potencial de la economía:

(41) λ=[αn;(1-α)k]

No obstante, por la ecuación (23) se sabe que  y al substi-
tuir en la función (40) se desprenden dos funciones complementarias:

(42) Y=F(ȓ,1) L

y por la derivada y dado (ȑ=0) resulta la participación media del trabajo en 
el producto:

(43) λL = f(ȓ,1)nα 

Luego:

(44) 

Por la derivada y si (ȑ=0) se deduce la participación media del capital en 
el producto: 

(45) 

Y al equiparar las ecuaciones (44) y (45):

(46) 

y se computa α efectivo a cada instante de (r) equivalente a la ecuación 
(34); si (α=ά) en un instante dado la participación del trabajo en la produc-
ción es idéntica a su participación en los costos. Respecto de la ecuación 
(34) implica que (1, к)=1 y en ese caso se requiere el evento extremo 
(к=0). Además, si [μ=(ȓ=r)] el ingreso del trabajo es igual al del capital.

Participación de los recursos en el producto
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La contribución de los recursos en (υ) definida según [ά,(1-ά)], podría di-
ferir de su participación en los costos según su nivel en términos de valor. 
Sea  el costo medio de la producción tal que C=cY, y al substituir en 
la ecuación (2) y al simplificar resulta:

(47) 

Sea  la contribución del trabajo en el nivel de producción, para que 

 sea la de (Ķ,Ќ) y al substituir en la ecuación previa y al supo-
ner к = 0 se obtiene: 

(48) c=F[α,(1–α)]

con lo cual se puede estimar el costo efectivo de la producción al reempla-
zar la definición de c;  de donde resulta la distribución de 
(Y) entre los recursos en términos de costo-ingreso:

(49) W = F [α,(1–α)]  Y  

donde W representa el ingreso global de los recursos en la economía en 
la forma de salario w = αY para las personas trabajadoras e ingreso bruto 
del capital ŵ = (1–α)Y. Así,

(50) W=w+ŵ 

Sea w el salario de L, igual al costo laboral. De la ecuación (48), resulta:

(51) 

Sea  y ἄ es el indicador de la contribución real del trabajo 
en el costo medio. Al substituir esa definición en la ecuación (49):

(52) W = F[ἄc,(1–ἄc)] Y  

Así, el ingreso de (L) equivale a su costo en términos de (Y): 

(53) w=αY=ἄcY=ἄC  
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y también el ingreso del capital equivale a su costo:

(54) ŵ=(1–α)Y=(1–ἄc)Y 

ŵ contiene la ganancia, Ќ y la depreciación de Ķ en términos de (Y). La 
participación efectiva del capital en el costo, incluida depreciación, rema-
nente y capital de trabajo, se estima como (1–ά)C=(1,к)Ķ. El costo efectivo 
y potencial es C=ἄC+(1–ἄ)C, dadas las tasas de crecimiento. El costo adi-
cional por unidad de trabajo y capital se define como çL=ćL Ĉ  y çĶ=ćĶ Ĉ, res-
pectivamente, y Ĉt=Ĉt-1+ çLt

+çĶt
. El nivel de producción efectiva (Y), o bien 

estimada Ŷ, en cada periodo de producción equivale a la ecuación (50): 

(55) W=Y=w+ŵ 

El ingreso relativo del trabajo se mide al operar en la ecuación (43) tal que 
 y de multiplicar ambos lados de la expresión por λ:

(56) γL=αλ

Y de la ecuación (45) para el capital:

(57) γĶ=(1–α)λ 

Al multiplicar esas dos ecuaciones por (Y) se obtienen los ingresos me-
dios ӯL,ӯĶ. El equivalente en términos de costos se deriva de la ecuación (32);  

 y al multiplicar la expresión por ć resulta:

(58) ċL=άć  

y de la ecuación (34) para el capital:

(59) ċĶ=(1–ά)ć  

De donde se deducen la participación media y total de los recursos en los 
costos.

Ganancia y tasa de ganancia

En Cobb y Douglas (1928) se lee que el capital de trabajo ‘produce’ valor 
para su propietario, pero aquí no interesan los valores sino el producto físi-
co. Ceteris paribus, por supuesto que en el producto se refleja el valor que 
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‘produce’ ese capital, pero también ese valor podría generar ganancia en 
la forma (Y). Del desarrollo anterior se puede deducir la ganancia y la tasa 
de ganancia generada por los recursos de la producción. Sea:

(60) g=F[(1,к)Ķ;L] 

De donde la participación de los recursos es  . Sea 

 y  por lo que 1=F[ὰ,(1-ὰ)]. Al diferenciar la 
ecuación (60) y reemplazar las definiciones anteriores en el resultado y al 
simplificar, se obtiene la tasa de ganancia potencial:

(61) ģ=ὰn;(1–ὰ)[ḱк,(1–ὰ)(1,к)2δķ ] 

Empero, por la ecuación (23) rL=(1,к)Ķ y al insertar en la función (60): 

(62) g=F(r;1)L 

Y por la derivada, dado (ŕ=0) se deduce la contribución media del trabajo 
a la ganancia:

(63) ģL=f(r;1)nὰ

Y la contribución relativa es  y al multiplicar por (ģ) ambos la-
dos de la expresión:

(64) πL=ὰģ 

Para el capital, se deduce de la ecuación (23) que  y al inser-
tar en la función (60):

(65) 

y al diferenciar y al suponer (ḱ,ŕ)=0: 

(66) 
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Para que   y al multiplicar esta expresión por (ģ):

(67) πĶ=(1-ὰ)ģ 

No obstante ὰ, se torna difícil de calcular directamente de este componen-
te del modelo. Por suerte, al deducir la ecuación (58) de la (56) se devela 
(64): πL=γL–ċL y la contribución media del trabajo es:

(68) ὰģ=αλ–άć

Y la del capital se obtiene de deducir la ecuación (59) de la (57): πĶ=γĶ–ċĶ  
tal que:

(69) (1-ὰ)ģ=(1-α)λ-(1-ά)ć 

Al multiplicar esas dos ecuaciones por (Y) se obtienen las contribuciones 
medias y totales de los recursos a la ganancia. 

Sin embargo, ģ es una tasa efectiva medida sobre la totalidad del costo de 
producción y no sobre el capital efectivamente consumido: Ǩ+Ќ+w. Sea:

(70)  

 
donde ġ es la tasa de ganancia efectiva a cada instante en la economía, 
equivalente a ģ, ya que g=ģY=(Ǩ+Ќ+w)ġ. Empero, ceteris paribus, se su-
pone que el valor (Y) en cada instante equivale al costo de producción más 
la ganancia global del capital, tal que: 

(71) Y=(Ǩ+Ќ+w)(1+ġ).

Lo que es lo mismo: 

(72) Y=Ǩ+Ќ+w+g

la cual es idéntica a la ecuación (55), dado que el ingreso del capital de 
compone de ŵ=Ǩ+Ќ+g.

Consumo de capital o depreciación y el remanente 	
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Se puede obtener el consumo de capital fijo o depreciado Ǩ y el capital fijo 
remanente қ al deducir de la producción el costo laboral y la ganancia. De 
la ecuación (72):

(73) Ǩ=Y–(Ќ+w+g) 

Por la distribución de esos capitales según su acumulación a cada instan-

te, se sabe que  , por lo tanto қ=(1–δ)Ķ. Dado que Ç=(1-ἄ)C-Ǩ y sea 
ç=(1-ἄ)C para que Ç=ç-Ǩ, lo equivale a la suma de remanentes de capital 
fijo ҡ y capital laboral LĶ. Este último surge de LĶ=(ά-ἄ)C y al deducir este 
resultado de Ç se obtiene el capital fijo remanente a cada instante. De aquí 
se puede estimar el capital fijo adicional ҡ como resultado del proceso de 
acumulación de un instante a otro o la acumulación efectiva a cada instan-
te neta de la depreciación:

(74) ҡt=Ķt–қ t-1 .

CONCLUSIONES, IMPLICACIONES Y POSIBLES LÍNEAS DE 
INVESTIGACIÓN

Esta investigación se origina en la sugerencia de Cobb y Douglas (1928) 
acerca de la necesidad de medir la contribución relativa de los recursos 
a la producción a cada instante y de eliminar el tiempo como variable. Se 
indicó, también, que Villalobos (2019) contempla tales sugerencias y que 
en Solow (1957), Arrow et al. (1961) y en la Contabilidad del crecimiento se 
realizó un esfuerzo de distinta naturaleza. Esta investigación se planteó, 
con base en supuestos críticos rigurosos, una contribución a la teoría del 
crecimiento económico a partir del análisis del costo de producción. Se 
introduce la viabilidad tecnológica como capacidad de los recursos capital 
fijo y trabajo para transformar materias primas e insumos y transferir el 
valor global de los recursos al producto. Ello permitió elaborar nuevas fór-
mulas con las cuales medir la contribución y participación relativa, media y 
total de los recursos en los costos de producción y en el producto. 

Un resultado fundamental, que difiere de los aportes teóricos y empíricos 
existentes, es la factibilidad de la medición de los valores ∀{α,ὰ,ά,ἄ:(0,1)}  
a cada instante –por ejemplo, anual. Asimismo, se propone una medida de 
la elasticidad de depreciación y elasticidad de composición de los recursos 
en general y del capital-trabajo en particular. Se plantea la posibilidad de 
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cuantificar la depreciación, el remanente del capital, el residuo y la ganan-
cia en términos del producto. Los procedimientos derivados del supuesto 
crítico de variabilidad en las condiciones fundamentales de la economía, 
con que se formula este aporte a la teoría del crecimiento económico, per-
mite medir la equivalencia entre el costo y el ingreso medio de los recur-
sos. Lo anterior es pertinente con la sentencia de Harrod (1939), quien 
arguyó que una vez que la mente se acostumbra a pensar en términos de 
tendencias de crecimiento, los viejos problemas de la formulación estática 
parecen rancios, llanos e infructuosos. En función de esa sentencia crucial 
y de los resultados de esta investigación, se podría concluir que “los pro-
cesos de distribución son…modelados por los procesos de producción de 
valor” (Cobb & Douglas, 1928, pp. 139-140).

La simplificación teórica del modelo propuesto no es exclusiva de la desa-
gregación de las variables que lo componen; entre otras, impuestos, pre-
cios, tasa de interés y tipo de cambio. A efectos de validar tentativamente 
su rigurosidad y su capacidad analítica y explicativa, se evalúa el modelo 
con base en los índices de producción, capital y trabajo generados por 
Cobb y Douglas (1928), cuyos resultados se muestran en el anexo de esta 
investigación. En el contexto de las limitaciones mencionadas, entre las 
tareas pendientes está aplicar este modelo a una serie de datos de perio-
dos más recientes, con objeto de validar su robustez y contrastar los re-
sultados con otros modelos. Ese ejercicio podrá realizarse tanto al nivel de 
empresa o industria como de las economías. Esta investigación podría ser 
útil a efectos académicos, de donde podría además resultar fortalecido, y 
su extensión empírica pertinente podrá generar implicaciones relevantes 
para las políticas de gobierno y de las empresas. 
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ANEXO

Una evaluación preliminar del modelo

Dentro de los límites posibles, este anexo pretende valuar el modelo aquí 
propuesto a partir de los indicadores de producción, capital y trabajo elabo-
rados por Cobb y Douglas (1928) para la manufactura de los Estados Uni-
dos de América durante 1899-1922. Dado que esta investigación se parte 
del costo de producción, en esos datos se desconoce Ќ tal que (к=0), lo que 
induce una limitación en la evaluación del modelo propuesto. Se asume (Y) 
un resultado del proceso de producción a cada instante según la dinámica 
de (Ķ,L), por consiguiente (Y) contiene (Ķ,Ќ,L) transformados y transferidos 
en cada instante por el proceso de producción, más la ganancia. En tal caso, 
Ќ aparecerá como componente de la contribución y participación de Ķ en (C, 
Y, g) según (0<α,ὰ,ά,ἄ<1). Los índices analizados se asumen como valores 
reales, según criterio de año base con que fueron computados. Esto implica 
que (Ķ,Ќ,L) contribuyen y participan en (C, g) en la forma de (Y), lo que des-
taca la distribución de (Y). Si bien el análisis propuesto es completo, solo se 
describen los resultados que a nuestro juicio son relevantes. 

La Tabla 1 registra los valores para cada variable fundamental del modelo, 
obtenidos con las fórmulas que lo definen. Entre otros resultados, se des-
taca que (0<α,ὰ,ά,ἄ<1) y varían dentro de ese rango a cada instante, tal 
como lo sugirieron Cobb y Douglas y acorde con los supuestos críticos del 
modelo. La elasticidad de composición de los recursos (v) y del capital-tra-
bajo (μ) son mayores que cero: [(v,μ)>0]. La Figura 1 ilustra la tendencia 
creciente de la composición de los recursos (r) durante 1899-1922 y como 
consecuencia en su elasticidad, induciendo desplazamiento trabajo en los 
años 1918-1922, caracterizados por recesión y depresión de la economía. 
La Figura 2 contrasta la tendencia (r) y la oscilación registrada por μ du-
rante 1899-1922. Las tasas de crecimiento del costo y del producto mues-
tran una relativa afinidad en el rango μ:(0,3); sin embargo, el producto 
declina oscilante en ese período conforme (μ>0) (Figura 3). 

Las tasas efectivas de variación anual de los valores reales del capital y del 
trabajo (Tabla 1) y la determinación del valor de ὰ a cada instante, permi-
tieron la distribución del costo global según la contribución relativa, media y 
total de los recursos (Tabla 2). La participación total de de cada recurso en 
los costos globales se mide como costo-ingreso del trabajo (w) y del capital 
(ŵ) por medio de ἄ, que en conjunto equivalen al valor del producto anual. 
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Durante 1899-1922, (w) muestra una tendencia a crecer mientras que (ŵ) 
declina conforme (μ>0). Se denota mayor convergencia costo-ingreso entre 
esos recursos en el rango (1≅μ<2) (Figura 4), en consonancia con las tasas 
de crecimiento del costo global y del producto (Figura 3). En periodos en que 
predomina relativa prosperidad de los negocios, se observa (μ ≥ 1). 

Con base en los valores de (α, λ) (Tabla 1), el modelo logra medir la con-
tribución relativa, media y total del capital y del trabajo, así como su con-
tribución conjunta, al crecimiento del producto (Tabla 3). Esa contribución 
de los recursos diverge en cada instante en razón de las variaciones en 
α. La distribución del producto en la forma de ingresos (w, ŵ) equivale a 
la contribución en los costos en razón de ἄ (Tabla 2, Figura 4). Además, 
en [μ:(0,1)];(w<ŵ); no obstante (w>ŵ) en períodos de prosperidad. La 
contribución relativa del trabajo al producto diverge respecto del capital al 
nivel de (μ<4) y la del trabajo denota mayor en la volatilidad; al nivel de (μ 
≥ 2.5) ambas contribuciones declinan, pero la del trabajo es más pronun-
ciada. Empero, la contribución relativa de esos recursos al costo es seme-
jante cuando (μ<4) (Figuras 5 y 6). La conjunción de tales tendencias se 
revela congruente en la Figura 3.

Estos resultados podrían haber influido en la tasa de ganancia según con-
tribución de los recursos (Tabla 4, Figuras 7 y 8). Durante 1899-1922, esa 
tasa fue creciente y oscilante conforme (μ>0) y la contribución del trabajo 
supera la del capital a cada nivel de (μ). Esa dinámica se refleja en Ǩ, la 
cual pudo ser mayor en periodos de prosperidad, mientras el capital fijo 
remanente y la acumulación ҡ disminuyeron (Tabla 5, Figura 9). La tasa 
de depreciación se mostró alta en (μ<2), y las tasas de reposición y acu-
mulación tienden a converger; esas tendencias responden a condiciones 
de relativa prosperidad económica. Cuando (μ ≥ 2) todas esas tasas se 
deprimen negativamente, con mayor fuerza la de depreciación. Estos re-
sultados sugieren influencia de los ciclos de los negocios, afectados por la 
actividad bélica en torno a la I Guerra Mundial. En el año 2015 se redujo 
fuertemente el consumo de capital (ķ=–0.4519)  y (μ=2.6869; ќ=–0.0486; 
ᶄ=–0.0122) cuando la manufactura se recuperaba de la depresión del año 
1914 en víspera de la I Guerra Mundial, una tasa de empleo decreciente, 
alta inversión en capital y una caída en la producción: (n=–0.03; k=0.05; 
λ=–0.08) (Tabla 1). En el año 1916, probablemente a causa de la prosperi-
dad de los negocios (μ=0.6617; ќ=0.2123;  ᶄ=0.3595; ķ=1.3067) (Tabla 5) 
y (n=0.18; k=0.12; λ=0.19) (Tabla 1). 
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Durante 1916-1920, con elevadas tasas de empleo e inversión en capital, 
alta tasa de crecimiento de la depreciación en el año 1919 (57%) y la más 
fuerte acumulación de capital (27%). No obstante, la actividad bélica y mo-
mentos de recesión económica deprimieron la producción. La alta inversión 
en capital en ese año no logró realizarse en los siguientes; [μ>2;(ќ,ķ)<0; 
ᶄ=(0,1)] y el empleo es muy bajo e incluso negativo (Tabla 1 y 5, Figura 
9). En resumen, el capital desempleado es extremadamente importante, 
porque su presencia inhibe nueva inversión (Domar, 1946). 

Tabla 1 
Modelo de costo efectivo en el crecimiento de la manufactura en Estados 
Unidos (1899-1922)

Nota. Tabla basada en el modelo propuesto y datos de Cobb y Douglas (1928). 

Figura 1. Tendencia de la composición de los recursos en la manufactura 
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de Estados Unidos (1899-1922). Con base en Tabla 1.

Figura 2. Tendencia de la composición de los recursos en la manufactura 
de Estados Unidos (1899-1922) según μ. Con base en Tabla 1.

Figura 3. Tendencia de la tasa de crecimiento del costo y la producción 
estimados para la manufactura de Estados Unidos (1899-1922) respecto 
de μ. Con base en Tabla 1.

Tabla 2
Crecimiento estimado del costo efectivo, contribución de los recursos y 
costo del trabajo y del capital para la manufactura de Estados Unidos 
(1899-1922)
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Nota. Con base en Tabla 1. 

Figura 4. Costo efectivo anual del trabajo y el capital estimados para la 
manufactura de Estados Unidos (1899-1922) acorde con μ. Con base en 
Tabla 2.

Tabla 3 
Crecimiento efectivo de la producción, participación de los recursos e 
ingreso del trabajo y del capital en la manufactura de Estados Unidos 
(1899-1922)
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 Nota. Con base en Tabla 1. 

Figura 5. Contribución relativa del trabajo en el costo y en la producción en 
la manufactura de Estados Unidos (1899-1922) acorde con μ. Con base 
en Tablas 2 y 3. 
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Figura 6. Contribución relativa del capital en el costo y en la producción en 
la manufactura de Estados Unidos (1899-1922) acorde con μ. Con base 
en Tablas 2 y 3. 

Tabla 4 
Contribución efectiva estimada de los recursos en la ganancia generada 
en la manufactura de estados Unidos (1899-1922) 

Nota. Con base en Tabla 1. 
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Figura 7. Contribución relativa estimada de los recursos en la ganancia para 
la manufactura de Estados Unidos (1899-1922) según μ. Con base en tabla 4.

Tabla 5  
Capital fijo: Estimados del consumo o depreciación, remanente y 
formación efectiva (1899-1922)

Nota. Con base en Tabla 1. 

Figura 8. Tasas de variación estimada de la depreciación efectiva ķ, del 
capital fijo remanente ᶄ y de la acumulación ќ en la manufactura de los 
Estados Unidos (1899-1922) según μ. Con base en Tabla 5.
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