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Resumen

La presente investigacién indaga sobre el conocimiento de futuros profesores de matematicas en relacién
con los productos notables. El estudio de corte cualitativo y descriptivo se desarrolla con estudiantes
universitarios que cursan un programa de formacion de profesores de matematicas para el nivel
bachillerato. Se utilizaron criterios de anélisis relativos al Conocimiento Matematico para la Ensefianza
como elementos tedricos que permitieron, a partir de la aplicacién de un cuestionario, analizar los
conocimientos manifestados por los profesores en formacion. Se proporciona evidencia de la actividad
matemética que realizan los estudiantes para profesor, al resolver tareas que involucran a los productos
notablesy su ensefianza. Los resultados informan de las inconsistencias en los conocimientos de los futuros
docentes y sobre las fortalezas que manifiestan en los subdominios del Conocimiento Matematico para la
Ensefianza, lo que permite establecer dreas de desarrollo en su formacion.

Palabras clave: conocimiento matematico para la ensefianza; formacién de profesores; producto notable;
educacién matematica; futuros docentes; conocimiento matematico

Abstract

This paper studies preservice math teachers' knowledge regarding notable products. The qualitative and
descriptive study is conducted with university students in a program for high school mathematics teachers.
The theoretical elements used were analysis criteria related to Mathematical Knowledge for Teaching. This
theoretical foundation allowed the analysis of the preservice teachers' knowledge through a questionnaire.
The paper presents evidence of the mathematical activity of preservice teachers when solving tasks and
lessons involving notable products. Results report the inconsistencies in preservice teachers' knowledge
and the strengths that they manifest in the subdomains of Mathematical Knowledge for Teaching. These
results suggest areas of development necessary for teacher training.
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Resumo

Estapesquisainvestigaoconhecimentodefuturos professores de mateméticaemrelagaoa produtos notavesis.
0 estudo qualitativo e descritivo é realizado com estudantes universitarios que cursam um programa de
formagdo de professores de matematica para o nivel de bacharelado. Foram utilizados critérios de analise
relacionados ao Conhecimento Matemético para o Ensino como elementos tedricos que permitiram, a partir
da aplicacdo de um questionario, analisar o conhecimento manifestado pelos professores em formacio. E
fornecida evidéncia da atividade matematica que os alunos para professor realizam ao resolver tarefas que
envolvem produtos notaveis e seu ensino. Os resultados informam as inconsisténcias no conhecimento de
futuros professores e sobre as fortalezas que manifestam nos subdominios do Conhecimento Matemético
para o Ensino, o que permite estabelecer areas de desenvolvimento em sua formacao.

Palavras-chave: conhecimento matematico para o ensino; formagao de professores; produto notavel;

educacdo matematica; futuros professores; conhecimentos de matematica

INTRODUCCION

La formacion de profesores de mate-
maticas es una asignatura pendiente entre los
investigadores en Didactica de la Matema-
tica debido a la complejidad que representa
definir una ruta formativa inicial y continua
para el profesorado de todos los niveles
educativos. Particularmente, en el contexto
mexicano la formacion de quienes ensefian
matematicas en los diferentes niveles edu-
cativos de preescolar (3-6 afios), primaria
(6-12 afios), secundaria (12-15 afios) y ba-
chillerato (15-18 afios) no es homogéneo.

La formacion de los maestros de la
educacion bésica (preescolar, primaria y se-
cundaria) es atendida primordialmente, por
la Escuela Normal para Maestros, la cual
posee el estatus de instituciones de educa-
cion superior universitaria (Navarrete-Ca-
zales, 2015). Sin embargo, dicha formacion
es generalista para los maestros de preesco-
lar y de primaria o de especializacion en el
caso de los maestros de secundaria. Los ele-
mentos formativos que integran sus planes
y programas de estudio no profundizan en el

conocimiento matematico escolar, no al me-
nos en el sentido propuesto por Ma (1999)
y Tzur (2018), quienes indican que la finali-
zacion exitosa de los estudios universitarios
no es evidencia de una comprension com-
pleta de las matematicas para ser ensefiadas,
pues esta accion requiere un tipo apropiado
de comprension que Ma (1999) denomina
un conocimiento profundo de las matemati-
cas que se ensefan.

La formacion de los profesores de
bachillerato tiene una connotacién similar,
la mayoria de estos son profesionales egre-
sados de las universidades, aunque cuentan
con un conocimiento especializado en su
area de formacion, no necesariamente, es
el requerido para ensefiar matematicas. La
mayoria de los profesores de bachillerato
en México son ingenieros, contadores, ar-
quitectos, etc., por lo tanto, su conocimiento
matematico es situacional y contextual a la
profesion para la cual fueron formados. Asi-
mismo, los planes y los programas de for-
macion de estos profesionales no contem-
plan aspectos tedricos y metodologicos que
supone la ensefianza de las matematicas.
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Un segundo aspecto caracteristico
de la formacion del profesorado de mate-
maticas en México es que existen investi-
gaciones realizadas en el area de la forma-
cion del profesorado de matematicas desde
la Matematica Educativa o Didactica de la
Matematica (segun su lugar de origen), pero
las propuestas no son del todo consideradas
para la elaboracion de planes de estudios
de las licenciaturas y posgrados orientadas
a la formacion de profesores en México
(Dolores, 2013). Lo previo contrasta con lo
que sucede en otros paises, en donde para
ejercer la docencia se precisa de realizar
algun tipo de estudio adicional, posgrado o
especializacion (Goémez-Chacon, 2005; Ve-
ga-Gil, 2005); en México esto es opcional.

Bajo el contexto descrito surge la ne-
cesidad de realizar estudios sobre conteni-
dos matematicos especificos que permitan
entender el conocimiento que los profeso-
res de matemadticas necesitan (Wu, 2018)
y los elementos que tienen injerencia en la
enseflanza para articular rutas formativas
para el profesorado. Particularmente, en
este estudio se indaga sobre la ensenanza
de los productos notables, debido a la difi-
cil comprension que tienen los estudiantes
sobre esta nocion y que resulta una barrera
que limita los estudios posteriores (Chang y
Tsai, 2005), relacionados con las simplifica-
ciones de fracciones algebraicas y el calcu-
lo de limites aparentemente indeterminados
(Vega, 2013) por citar algunos ejemplos.

La ensefianza de este contenido mate-
matico tampoco resulta facil para los docen-
tes, debido a que tipicamente se introduce y
se desarrolla de forma mecénica y exigien-
do la memorizacion de la formula, sin con-
templar, por ejemplo, las interpretaciones
geométricas del tema (Lopez, 2008). En este
sentido, se precisa establecer una sinergia
entre los fines de la educacion matematica
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para los estudiantes y los elementos formati-
vos que necesita el profesor para alcanzar los
aprendizajes esperados. Lo previo es impor-
tante porque las matematicas que aprenden
los estudiantes y el como las aprenden de-
pende de la ensefianza que reciben por parte
del profesor (Hill, Rowan y Ball, 2005; Ball,
Lubienski y Mewborn, 2001).

Como parte de una de serie de inves-
tigaciones relacionadas con la formacion de
profesores de matematicas y la ensefianza
de los productos notables (Graciano y Aké,
2017; 2019), el presente estudio indaga so-
bre la siguiente cuestion: cudl es el cono-
cimiento que poseen futuros profesores de
matematicas sobre los productos notables?
Para atender la pregunta previa, se utilizo
como referente tedrico el modelo de Co-
nocimiento Matemadtico para la Ensefianza
(Mathematical Knowledge for Teaching,
MKT por sus siglas en inglés), descrito en la
seccion dos. En una tercera seccion se des-
criben las caracteristicas de la metodologia
del estudio. En la seccidn cuatro se eviden-
cia los resultados encontrados, y se finaliza
con las conclusiones.

MARCO TEORICO

La investigacion toma como elemento
tedrico el concepto de Conocimiento Mate-
matico para la Ensefianza (MKT de aqui en
adelante), el cual es definido como “‘el conoci-
miento matematico que utiliza el profesor en
el salon de clases para producir instruccion y
crecimiento en el aula” (Hill, Ball y Schilling,
2008, p. 374). El MKT esta conformado en
dos categorias, el conocimiento del contenido
y el conocimiento pedagogico del contenido
tal y como se observa en la figura 1.

Como se aprecia en la figura el co-
nocimiento del contenido (SMK), se en-
cuentra dividido en tres subdominios: el
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conocimiento comun del contenido ma-
tematico, conocimiento especializado del
contenido matematico y el conocimiento
en el horizonte matematico. Por otra parte,
el conocimiento pedagdgico del contenido
(PCK) se divide en: conocimiento del con-
tenido y los estudiantes, conocimiento del
contenido y la ensefianza y, finalmente el
conocimiento del curriculum. Es importante
mencionar que para cuestiones de la investi-
gacion y del estatus formativo de la muestra
en cuestion se seleccionaron cuatro subdo-
minios, dos de cada una de las categorias

Subject Matter Knowledge | Pedagogical Content Knowledge

_’_,___——————-____\
Common Knowledge of
Content Content and
Knowledge | gpeciglized | Students (KCS)
(ccK) | Canl:{n;l
Knowledge
Knowledge Knowledge of
at the (SCK) Conten?gand
mathematical Teaching
horizon (KCT)
h-.___‘__-___________.__/

Figura 1. Conocimiento matematico para
la ensenianza. Extraido de Hill, Ball y
Schilling (2008).

De la primera categoria, se selecciond
el CCK y el SCK. Mientras que, de la se-
gunda categoria, se eligié el KCS y el KCT.
A continuacion, se describe cada uno de los
subdominios utilizados en reportes parcia-
les previos (Graciano y Ak¢, 2017; 2019).

Conocimiento comun del contenido
(CCK): este tipo de conocimiento refiere
al conocimiento matematico general que
poseen las personas, que es comiin en otras
profesiones (Hill ez al., 2008) y que permite
resolver tareas matemadticas escolares que
se asignan a los estudiantes (Ball, Thames y
Phelps, 2008; Godino, 2009).
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Conocimiento especializado del con-
tenido (SCK): este tipo de conocimiento re-
fiere a las particularidades de la profesion
docente. Involucra un conocimiento sobre
explicaciones, justificaciones, validaciones
y demostraciones a procedimientos y reglas
matematicas utilizadas en las tareas y pro-
blemas escolares (Hill et al., 2008). Tam-
bién, implica reconocer y utilizar diferentes
representaciones, procedimientos y propie-
dades de los conceptos matematicos impli-
cados en la ensefianza (Godino, 2009).

Conocimiento del contenido y los es-
tudiantes (KCS): este tipo de conocimiento
hace referencia al proceso de aprendizaje
matematico que tienen los estudiantes. Im-
plica que permite explicar el razonamien-
to de ellos ante la resolucion de tareas y
problemas (Hill et al., 2008) y sobre los
errores, las dificultades y los conflictos de
aprendizaje que tiene los alumnos respecto
a contenidos matematicos especificos (Go-
dino 2009; Sosa, 2011).

Conocimiento del contenido y la en-
seflanza (KCT): este tipo de conocimiento
involucra un conocimiento del proceso de
instruccion para la ensefianza (Ball, ef al.,
2008). Implica la gestion y la planeacion de
los objetos matematicos de ensefianza, di-
ferenciar tareas, problemas y recursos mas
adecuados para el proceso instruccional
(Godino, 2009).

METODOLOGIA

La investigacion tiene un enfoque
cualitativo de tipo descriptivo (Creswell,
2009). Se focaliza en el estudio de los as-
pectos parciales del conocimiento de los
productos notables que tienen los profeso-
res, utilizando el modelo MKT. La selec-
cion de la muestra es intencional, por tanto,
no aleatoria (Ledn y Montero, 2003), ya que
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se eligio al grupo de quinto semestre (de un
total de ocho semestres) de un programa
universitario de formacion de profesores,
con un total de 30 estudiantes. Dicha elec-
cioén estuvo sujeta a la disposicion de los
alumnos para participar en la investigacion.
El estudio implic6 dos fases. En la pri-
mera se aplicd un cuestionario de respuesta
abierta con 6 tareas como instrumento de re-
coleccion de dados (ver Tabla 1). En la segun-
da se realizaron sesiones de 50 minutos de
clase bajo el enfoque de la microensefianza.

Tabla 1. Logica de la investigacion
Fase 1 del estudio

Instrumento Cuestionario
Técnica Registro en papel
Criterio de analisis CCK

SCK

KCS

KCT

Nota: fuente propia de la investigacion.

En el presente articulo se reporta la
primera fase del estudio. A través del cues-
tionario se realizo el andlisis de 4 subdomi-
nios pertenecientes al MKT, estos son: co-
nocimiento comun del contenido (CCK), el
conocimiento especializado del contendido
(SCK), el conocimiento del contenido y los
estudiantes (KCS) y, finalmente, el conoci-
miento del contenido y la ensefianza (KCT).

A continuacion, se muestra en la Tabla
2 la organizacion de las tareas segun el tipo
de conocimiento que se estudia.
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Las tareas recogidas en el cuestiona-
rio son de elaboracion propia (ver figura
2). Para la articulacion de cada una de las
preguntas incluidas en ¢l se considerd la
definicion de los subdominios previamente
abordado en el marco tedrico.

ANALISIS Y RESULTADOS

A continuacion, se desarrollan los re-
sultados encontrados por cada dominio del
conocimiento del MKT a partir del cuestio-
nario. Las descripciones y los analisis rea-
lizado con base en los criterios de analisis
del MKT, permitieron discernir entre las
respuestas dadas por los futuros maestros y
categorizar su conocimiento. Para esta cate-
gorizacion se designaron las etiquetas de en
vias de desarrollo, parcialmente desarrollado
y desarrollado (Graciano y Aké, 2017).

Sobre el conocimiento comin (CCK)

Como se hizo mencion en el apartado
del Marco Teorico, el Conocimiento Comun
del Contenido (CCK, por sus siglas en in-
glés), refiere al conocimiento que poseen
las personas a modo general, que es comun
en otras profesiones y que permite resolver
tareas matematicas escolares que se asignan
a los estudiantes. Este tipo de conocimiento
se indago con las tareas 1y 2.

La tarea 1 de simplificaciones de expre-
siones algebraicas estd integrada por los items

Tabla 2. Distribucion de los tipos de conocimiento analizados en la fase 1 del estudio

Fase 1
T1 T2 T3 T4 T5 T6
Conocimiento Consignas Consignas

a b c a b a b a b a b a b c
cck X X X X X X
sck X X X
kcs X X X
ket X X X

Nota: fuente propia de la investigacion.
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En clase el profesor propuso los siguientes
ejercicios a sus alumnos.

e (x+Nx=-7)

e (x+7Nx+7)

Para lo cual uno de sus alumnos realiza el
siguiente procedimiento y da respuesta a los
ejercicios.

(+7Ma-N = x¥ - 49 (x4 7Mx+7)= 449

e 49 z
8 5 (=M= 49

a) Explica el razonamiento que pudo seguir el
alumno para plantear sus respuestas.

b) ;(Coémo le explicarias al alumno el tema y la
formalizacion del algoritmo de binomios
conjugados?

Tarea 5
En la clase, el profesor dejo un ejercicio el cual
un alumno resolvio de la siguiente manera:

(a —b)® = a®—3a’h? +3ab— b3

a) Explica el posible razonamiento que
condujo al alumno a dar esa respuesta.

b) Identifica los conceptos de tipo algebraico
que se ponen en juego al resolver este
ejercicio.

Figura 2. Tareas del cuestionario.

a, by c. Latarea 2 de célculo de limites aparen-
temente indeterminados, también estd integra-
da por tres items, a, b y c. Para resolver estas
tareas, el futuro profesor tiene que identificar el

CC: BY-NC-ND
Tarea 1 Tarea 2
Simplifica las siguientes expresiones Calcula los siguientes limites de manera
algebraicas algebraica
a) lim (x®+4x+4)(x-2)

a) x*-14x+49 et -4

(x=7(x-7) b) lim 3x+3}x-3)

x=3 2(x*-9)

(4x?-1)(4x7+1)
b) (2x+1)(2x-1) ¢) lim x:!(x_+9)
0) (3x+9)3(x+9) r——9 XI-4x-117

27x% +243x%+72924729
Tarea 3 Tarea 4

Un alumno resuelve la simplificacion de
fracciones desarrollando la division expresada,
como se muestra a continuacion:

9x2 — 48y + 72 vo-n [ e

3x-8 298 0 1f
Fae =2

a) (Es viable utilizar siempre division? ;Por
qué?

b) ;Cémo le explicarias al alumno la
simplificacién de fracciones en casos donde
se involucren productos notables?

Tarea 6
Analiza el siguiente ejercicio aritmético que
involucra productos notables:

(12 + 6)°= 324

a) (Como sabes que el resultado es correcto?

b) (El ejercicio seria un ejemplo recomendable
para los alumnos al inicio del tema de
productos notables? ;Por qué?

¢) (Qué errores podrian cometer los alumnos a
partir del ejercicio?

producto notable, sin la necesidad de realizar la
multiplicacion indicada en las expresiones. El
analisis de las respuestas dadas permitio la ca-
tegorizacion presentada en la Tabla 3.

Tabla 3. Estatus del conocimiento comun

Estatus Descriptor Nuimero de profesores por cada tarea y
consigna
Tila Tib Tlc T2a T2b T2c
Desarrollado Identifica el producto notable y realiza la 23 14 20 11 12 10

simplificacion de fracciones o el calculo
del limite aparentemente indeterminado

de manera correcta.
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Estatus Descriptor Nuimero de profesores por cada tarea y
consigna
Tla Tib Tl¢ T2a T2b T2c

Parcialmente No identifica el producto notable, pero 2 7 5 0 1 0
desarrollado determina la respuesta correcta, dado que

se desarrolla las multiplicaciones indica-

das para comprobar si efectivamente es

posible realizar una simplificacion.
Envias de de-  No identifica el producto notable y pre- 5 4 4 18 14 15
sarrollo senta errores que no permiten llegar a la

resolucion de la tarea.
No desarrollado 0 1 1 1 3 5

Sin contestar.

Nota: ampliado y modificado de Graciano y Aké (2017; 2019).

En la tarea 1, el item a fue resuelto de
manera correcta por 25 de los 30 estudiantes
que participaron en el estudio. De manera
similar el item ¢, también fue resuelto de
manera satisfactoria por la mayoria de los
futuros profesores. En el caso del item b, 21
profesores en formacion respondieron de
forma acertada, pero 7 de ellos luego de lle-
gar a la respuesta comprobaron su resultado
realizando la multiplicacion.

Por ejemplo, en la figura 3 se muestra
un caso especifico del futuro profesor 2 en
el que se realiza la multiplicacion del bino-
mio al cuadrado (x — 7> =(x - 7) (x = 7).
Con la operacion anterior el estudiante para
profesor comprueba que la expresion del
numerador x* — 14x + 49 es igual a (x — 7)’y
cancela los términos.

La tarea 2 que involucra el célculo
de limites aparentemente indetermina-
dos result6 ser dificil para los profesores
en formacion. Los futuros profesores no

7i-ttxr g i |
(x=2}" (x-3)

asocian el uso de los productos notables
para “eliminar” la indeterminacion de la
expresion y realizan el calculo del limite
como si se tratase de una funcion conti-
nua. Como ejemplo se muestra la activi-
dad matematica del estudiante para profe-
sor PF5 para el item c.

Lir £ (Y*q\l

uE

T _tle- 117

> (-949)

(-a)t- H9)-11

3 (o)

—

814 3—117

- e

! noladev mingcie r

o

Figura 4. Evidencia del FP5 sobre su
conocimiento comun en vias de desarrollo

De manera general, este Conoci-
miento Comun del Contenido (CCK) se
encuentra limitado en los estudiantes
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fy =2) ’y-:)
4
para profesor, debido a que en situacio-
nes descontextualizadas son capaces de

reconocer el producto notable (aunque en

)Z ~dx=Fy Q)

Figura 3. Evidencia del FP2 sobre su conocimiento comin
parcialmente desarrollado
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algunos casos necesiten realizar la com-
probacién), pero en otros contextos de
aplicacion presentaron errores no solo en
el reconocimiento de la estructura del pro-
ducto notable, sino también en este caso,
en la resolucion de los limites aparente-
mente indeterminados.

Sobre el conocimiento especializado
(SCK)
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se propone una solucion por divisidon; se
cuestiona al futuro profesor sobre la per-
tinencia de este método de divisioén para
abordar la solucion a la simplificacion de
fracciones algebraicas. La tarea 5 plan-
tea una posible soluciéon de un estudiante
al desarrollo de un binomio al cubo y se
cuestiona al profesor en formaciéon sobre
los objetos algebraicos involucrados en la
resolucion. Por otro lado, la tarea 6 plan-

tea la respuesta de un producto notable en
un contexto, al futuro profesor se le cues-
tiona sobre la validez del procedimiento.
El andlisis de las respuestas dadas por los
estudiantes se presenta a continuacion en
la Tabla 4.

En el marco tedrico se expresd que
el Conocimiento Especializado del Con-
tenido (SCK) es aquel que refiere a las
particularidades de la profesion docente.
Este tipo de conocimiento se indagd con
las tareas 4, 5 y 6 en sus items a, b y a,
respectivamente. La tarea 4 plantea una
simplificacion de fracciones algebraicas y

Tabla 4. Estatus del conocimiento especializado

Estatus Descriptor Tareay Nimero de
consigna profesores
Desarrollado Alude a los métodos que facilitarian a los alumnos la simplifi- 4a 15
cacion de fracciones, idealmente identifica y explica las dificulta-
des y los errores que el método de division puede propiciar.
Identifica los conceptos algebraicos que se ponen en manifiesto al 5b 5
resolver el ejercicio de binomio al cubo.
Realiza explicaciones sobre la validez de los procedimientos 6a 9

empleados en relacion con la resolucion de la expresion aritmética
que involucra el binomio al cuadrado.

Parcialmente Efecttia explicaciones inconsistentes sobre los errores que favore- 4a 0
desarrollado ceria la utilizacion de la division como método para simplificar
fracciones algebraicas.
Identifica algunos de los conceptos empleados en la resolucion del 5b 12
ejercicio de binomio al cubo.
Realiza explicaciones sobre la expresion aritmética que involucra 6a 16
el binomio al cuadrado, pero basandose en procedimientos pura-
mente aritméticos y no en la estructura del producto notable.
En vias de desar-  Falta de explicaciones que justifiquen la respuesta del futuro 4a 14
rollo profesor respecto a la simplificacion de fracciones utilizando la
operacion de division.
Falta de identificacion y explicacion de conceptos algebraicos Sb 13
plasmados en el ejercicio sobre el binomio cubo.
Realiza explicaciones sin identificar la estructura del producto 6a 5
notable y cometiendo errores en dichas explicaciones.
Sin contestar 4a 1
5b 0
6a 0

Nota: ampliado y modificado de Graciano y Aké (2017; 2019).
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De la Tarea 4 en su item a, se solicita-
ba al profesor en formacion explicar la per-
tinencia de utilizar division para la simpli-
ficacion de fracciones algebraicas. En este
caso, de los 15 profesores en formacion que
cuyo estatus de conocimiento especializado
se categorizd como desarrollado, 7 hicieron
hincapié en que existen otros métodos que
les facilitarian a los alumnos la simplifica-
cion de fracciones, un ejemplo de dicha afir-
macioén es la mencionada por el profesor en
formacion 27 (PF27).

PF27: “Muchas de las veces nos fami-
liarizamos con un método, pero si es ne-
cesario que se doten de mas formas de
resolucion pues algunas veces existen
formas mas féaciles como factorizar y di-
vision sintética”.

Por otra parte, los otros 8 futuros do-
centes resaltan las diversas dificultades a
las que se pueden enfrentar los alumnos al
momento de realizar la division, pero tam-
bién mencionan sobre los errores que puede
generar al realizar de esta forma dicha sim-
plificacion (PF6). Por el contrario, 14 de 30
futuros profesores no tienen explicaciones
claras, es decir, ofrecen una respuesta con-
fusa para respaldar la viabilidad de utilizar
la division (EP 21).

PF6: “Desde mi punto de vista creo que
si el alumno no sabe factorizar seria mas
sencillo para la aplicacion de la division;
pero en esto existen 3 variantes, a) cuan-
do el alumno no sabe realizar de forma
correcta la division tendrd por ende la
respuesta erronea, b) cuando el alumno
sabe realizarla; pero por alguna razon se
le ““va” un signo o una operacion erronea,
lo que causara que su resultado este mal
(es lo que sucede, quiero imaginar, en
el ejemplo empleado), y c) otro aspecto
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que puede suceder es cuando existe el
caso en el que la division da residuo y el
alumno no sabe como representarlo, asi
que creo que puede ser viable la division
siempre y cuando no sea tan facil o no se
pueda factorizar una ecuacion”

PF21: “Si es viable ya que da el resultado
deladivision, que es laminima expresion”.

Para la Tarea 5 en su item b, se soli-
citaba al futuro profesor los conceptos alge-
braicos que se ponen en juego para resolver
el ejercicio de binomio al cubo, es decir los
conceptos que el alumno debe conocer para
resolver dicho ejercicio. En este sentido, 5
futuros docentes identifican relaciones de
conceptos (e. g., E12 y PF27).

PF12: “Potencia, multiplicacion de sig-
nos, productos de monomios, tridngulo
de pascal y binomio de Newton”.

PF27: “Al realizar este tipo de ejercicios
existen varios factores en los cuales es
posible cometer errores, por ejemplo: le-
yes de los exponentes, leyes de los sig-
nos, multiplicacion, tridngulo de pascal,
regla del binomio al cubo”.

Se aprecia la manifestacion de distin-
tos conceptos que pueden ponerse en juego
en el planteamiento de la division, aunque
no todos son de naturaleza algebraica, lo
que indica que no disciernen de las implica-
ciones aritméticas de las algebraicas, al me-
nos en esta tarea planteada. Por otro lado, 12
de 30 profesores en formacion, identifican
algunos de los conceptos empleados, pero
utilizan un lenguaje que no es el adecuado,
ya que usan términos no establecidos para
dichos conceptos (e. g., PF30).

Diez futuros docentes no identifican
los conceptos algebraicos involucrados, ya
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que las respuestas hacen hincapié a la forma
de resolucioén del ejercicio, posibles errores
que se pueden desarrollar, a la manera mas
sencilla de resolverlo o simplemente los es-
tudiantes resaltan que no sabian conceptos
exactos (e. g., PF29).

PF29: “Pueden utilizar diferentes mé-
todos, triangulo de pascal, binomio de
newton o dar ejemplos numéricos que le
sean significativos a los alumnos”

PF30: El problema es el signo negativo
al resolver el procedimiento en la multi-
plicacion de signos

La tarea 6 en su item a plantea el pro-
ducto notable en el contexto aritmético y
se propone una respuesta, al futuro profe-
sor se le solicita validar dicho resultado. Al
respecto, 9 docentes en formacion realizan
una correcta explicacion en funcion al con-
tenido de la tarea sobre binomio al cuadrado
(PF30). Por otro lado, 16 docentes en for-
macion realizan la explicacion Uinicamente
del procedimiento aritmético para compro-
bar si el resultado del ejercicio es correcto,
no aluden al producto notable (PF13).

PF30: “Es correcto al sumar el cuadrado
del primero, mas el doble del primero por
el segundo mas el cuadrado del segundo,
ya que es un binomio al cuadrado”.

PF13: “Es correcto porque puedo sumar lo
que hay dentro del paréntesis y solo ele-
varlo al cuadrado (12 + 6)* = (18)* = 324",

De manera general se puede obser-
var que el SCK de la mayoria de los pro-
fesores en formacion se encuentra (entre
13 y 14 profesores) en vias de desarrollo,
al ofrecer explicaciones de caracter proce-
dimental sobre el uso de la division para la
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simplificacion de expresiones algebraicas.
Ademéds, presentan inconsistencias en las
explicaciones e identificaciones sobre con-
ceptos, reglas y/o procedimientos que alu-
den al binomio al cubo.

Los planteamientos, también ponen
de manifiesto que la interpretacion del bi-
nomio al cuadrado en el plano algebraico
(uso de letras) no se concibe que pueda ser
desarrollado en contextos aritméticos. Lo
previo es congruente con el estudio de Vega
(2013), quien menciona que los alumnos
dificilmente consideran la relacion entre
los niimeros y las variables, puesto que no
perciben los productos notables en expre-
siones numéricas.

Conocimiento del contenido mate-
matico y los estudiantes (KCS)

Por otro lado, las tareas 3, 5y 6 es-
tan vinculadas al conocimiento del conte-
nido matematico y los estudiantes en sus
items a, a y c respectivamente. La tarea
3 plantea un binomio conjugado y un bi-
nomio al cuadrado con soluciones hipo-
téticas, mientras que la tarea 5 involucra
también una respuesta hipotética, pero al
desarrollo de un binomio al cubo. En am-
bas tareas se cuestiona al futuro profesor
sobre los razonamientos que pudieron dar
lugar a las soluciones dadas, se pretende
que identifique y explique errores. Por
otro lado, la tarea 6 plantea el binomio al
cuadrado en el contexto aritmético y se
propone una respuesta, al futuro profesor
se le solicita expresar los posibles errores
que pudiera favorecer el abordar el pro-
ducto notable de la manera expuesta. En
el andlisis de las respuestas dadas por los
estudiantes para profesor se presenta en la
siguiente tabla (ver Tabla 5).
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Tabla 5. Estatus del conocimiento del contenido y los estudiantes

Estatus Descriptor Tarea y Numero de
consigna profesores
Desarrollado Predice e identifica errores respecto al contenido de productos 3a 6
notables. 5a 5
6¢ 12
Parcialmente desar- Identifica el error mas no a la naturaleza de este, las explica- 3a 6
rollado ciones presentan inconsistencias y se utilizan términos y concep- 5a 4
tos erroneos. 6c 11
En vias de desar- No identifica errores, se realizan descripciones del procedimien- 3a 18
rollo to y se utilizan términos y conceptos inadecuados. 5a 21
6c 7

Nota: fuente propia de la investigacion.

En la tarea 3, inciso a) se indaga sobre
la identificacion de las concepciones erroneas
que tienen los alumnos respecto al binomio al
cuadrado y los binomios conjugados, a par-
tir de la visualizacion de los procedimientos
empleados, es decir, si el futuro profesor iden-
tifica los errores al explicar el razonamiento
que pudo seguir el alumno para plantear sus
respuestas. En este sentido, lo ideal es que los
futuros profesores se percaten del error, el cual
consiste en resolver del mismo modo el bino-
mio conjugado y binomio al cuadrado.

Al respecto, 6 maestros en formacion
identifican la concepcion erronea de dar por
valida la distributiva de la potencia, a partir de
la equivalencia de (a + b)* = (a + b) (a— b). En
este sentido, los futuros profesores visualizan
que el procedimiento utilizado por el alumno
no es acertado (PF17). Asimismo, 6 futuros do-
centes identifican el error en la equivalencia en-
tre (@ + by* = (a + b) (a — b), pero los argumen-
tos establecidos son inconsistentes, ademas de
que los futuros profesores emplean conceptos
no establecidos y no utilizan un lenguaje mate-
matico adecuado. Como ejemplo, se expresa la
respuesta del futuro profesor 12, quien no iden-
tifica que el error procede de la extrapolacion
de la estructura del binomio al cuadrado, al de
la diferencia de cuadrados (EP12).

PF17: “El alumno resolvid6 ambos como
si fuesen binomios conjugados, para esto

falta en el alumno comprender la estructu-
ra, asi como especificar las diferencias con
un binomio al cuadrado (x + 7)°. Es muy
comuin que con el tema de productos nota-
bles los alumnos confundan el algoritmo”.

PF12: “El razonamiento del alumno
para resolver los binomios conjugados
fue elevar al cuadrado y multiplicar sig-
nos. Aunque en el binomio (x + 7) (x —7)
el procedimiento que realizo el alumno
si cumplio para el resultado, pero para el
binomio (x + 7) (x + 7) no cumple”.

Finalmente, 18 futuros docentes no
identifican los errores en el ejercicio, ya que
describen el procedimiento utilizado por
el alumno sin explicar el error cometido y
sin hacer hincapié¢ en los productos nota-
bles involucrados. En el siguiente ejemplo
se evidencia este hecho en el que el futuro
profesor parece no reconocer el error en el
planteamiento proporcionado e incluso su-
giere que es correcto.

PF14: “El alumno solo elevo al cua-
drado el primer término y el segundo.
Ademas, realiz6 la multiplicacion de los
signos para saber cudl tenia que poner.
Es por eso por lo que en el primer caso
coloc6 una diferencia o resta, y en el se-
gundo caso coloc6 una suma”
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La tarea 5, en su item a exige al futu-
ro profesor identificar y explicar los errores
que condujeron a dar dicha respuesta al ejer-
cicio, para analizar los procedimientos y los
razonamientos del alumno que condujeron a
dar esa respuesta al ejercicio. Al respecto, 5
profesores en formacion identifican el error
que se expresa en el resultado del binomio
al cubo y explican los posibles procedimien-
tos y conceptos erréneos que se emplearon
(EP14). Por otra parte, 4 docentes en forma-
cion identifican el concepto mal empleado de
acuerdo con el error. En este sentido, cabe
mencionar que los argumentos no son claros,
ya que emplean términos y conceptos erro-
neos a causa de una asociacion erronea entre
el concepto y su utilidad (PF6).

PF14: “Quizéd utiliz6 el Binomio de
Newton o el tridngulo de Pascal para
obtener los coeficientes que deberia te-
ner cada término, pero se confundio a la
hora de colocar los exponentes, ya que
en cada término la suma de los exponen-
tes debe ser igual al grado del producto”.

PF6: “Es claro que el alumno utilizd
erroneamente el triangulo de pascal ya
que no logré comprender como es la dis-
tribucion de las potencias y esto provoca
un resultado erréneo”.

Veinte futuros profesores describen
el procedimiento del alumno y en algunos
casos identifican que la respuesta es in-
correcta, pero no saben a qué se debe di-
cho error. Asimismo, emplean términos y
conceptos inadecuados de acuerdo con los
usos y los significados. De esta manera, el
estudiante 1 expresa:

PF1: “Fue multiplicando los 3 términos
(a —b) (a - b) (a — b) pudo a ver multi-
plicado de uno por uno o con la regla del
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binomio al cubo, pero no siguidé ninguna
de los dos, solo fue poniendo cada uno
cada bloque la elevacion que sigue”.

Finalmente, la tarea 6, implica al
profesor predecir los errores que los alum-
nos pueden cometer a partir del ejercicio
aritmético, es decir el futuro profesor
analiza la diversidad de complicaciones
que el alumno puede enfrentar, pero con
relacién al producto notable involucra-
do (binomio al cuadrado). Doce futuros
profesores identifican las dificultades y
los errores respecto al producto notable y
explican de qué trata dicho error, aunque
dicha explicacion se remite a un caracter
procedimental (FP30).

Por otro lado, once docentes en for-
macion identifican posibles errores que el
alumno puede cometer, pero estos no nece-
sariamente, se involucran con el binomio al
cuadrado. Dicho de otra manera, el futuro
profesor unicamente resalta los errores que,
en lo general, se pueden suscitar en diversos
temas, es decir, errores que van desde una
suma hasta la confusion de lo que implica
elevar al cuadrado (FP10).

PF30: “El error mas comun es solo elevar
los niimeros al cuadrado sin utilizar la re-
glalo cual les da un resultado incorrecto™.

PF10: “Multiplicar por 2 los niimeros
dentro del paréntesis o no seguir la je-
rarquia d operaciones”.

Seis futuros docentes no identifican
las dificultades y los errores que los alumnos
pueden cometer de acuerdo con lo expues-
to en el ejercicio o simplemente confunden
un procedimiento acertado con uno erroneo,
indica que no reconocen la estructura del
binomio al cuadrado en el plano aritmético
(PF26). Por tltimo, el alumno restante no
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responde a la interrogante del item, lo cual
indica que dicho futuro profesor no identifica
las dificultades y los errores que los alumnos
pueden llegar a cometer en el ejercicio.

PF26: “Que solo eleve al cuadrado el 6,
que quieran poner la expresion (12 + 6)
(12 + 6) y multiplicar los nlimeros sin
antes sumarlos”.

De manera general, el KCS es un co-
nocimiento en el que la mayoria de los es-
tudiantes para profesor se encuentran en el
estatus de en vias de desarrollo (entre 18 y
21), ya que los futuros profesores tienen in-
consistencias en la identificacion, la explica-
cion y la prediccion de los errores que pue-
den tener los alumnos sobre el contenido de
productos notables. Incluso, se puso de ma-
nifiesto interpretaciones erroneas de los futu-
ros docentes, por ejemplo, al dar por valida
la distributiva de la potencia, o en aquellas
respuestas que no van direccionadas hacia la
explicacion del procedimiento, para calcular
la respuesta planteada en la tarea.

Es importante mencionar que con-
frontar a los alumnos con sus errores es
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esencial para la superacion de estos; en este
sentido los profesores deberian tener un co-
nocimiento sobre los errores para organizar
lineas de actuacion especificas, para condu-
cir mejor la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas, insistiendo en aquellos aspec-
tos que generan mas dificultades.

Conocimiento del contenido mate-
matico y la ensefianza (KCT)

El conocimiento del contenido de
productos notables y la ensefanza es el
conocimiento que implica discriminar, se-
leccionar, disefar o redisefiar ejercicios del
contenido de productos notables en rela-
cion con el momento en que seran presen-
tados, es decir, si dichos ejercicios se uti-
lizaran para comenzar un contenido o para
profundizar sobre este (Ball, ef al., 2008).
Asimismo, comprende el saber qué ejem-
plos y representaciones son las adecuadas
para ensear el contenido. En este sentido,
dicho conocimiento se ve expresado en las
tareas 3, 4 y 6 en los items b de las tres ta-
reas (ver Tabla 6).

Tabla 6. Estatus del conocimiento matematico y la ensenianza

Categoria Descriptor Tarea y Nimero de
consigna profesores
Desarrollado Alude a diversas representaciones y/o explicaciones tanto 3b 0
de caracter conceptual como procedimental para aproximar 4b 0
la comprension del tema al alumno. 6b 4
Discrimina ejemplos para iniciar y profundizar en el tema
de productos notables de acuerdo con las dificultades a las
que el alumno se pueda enfrentar.
Parcialmente desar- Explica en relacion con aspectos procedimentales. 3b 23
rollado Propone ejemplos para iniciar el tema de productos nota- 4b 16
bles, aunque no discrimina de aquellos que son adecuados 6b 6
para profundizar. No se considera las dificultades que
pudieran emerger en los alumnos.
En vias de desar- No alude a las representaciones o explicaciones ni de corte 3b 7
rollo conceptual, ni procedimental para aproximar la compren- 4b 14
sion del tema al alumno, més bien, se ponen de manifiesto 6b 20

errores en la interpretacion del producto notable.
No propone ejemplos.

Nota: fuente propia de la investigacion.
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En la tarea 3, inciso b, se pone en ma-
nifiesto la explicacion del algoritmo de bino-
mios conjugados. Por lo que se refiere a las
respuestas de los futuros profesores para dicha
tarea, se distinguen tres tipos de explicaciones
de caracter procedimental manifestada por 23
futuros docentes. En el primer tipo de respues-
ta 14 futuros docentes afirman que realizarian
una explicacion mediante el desarrollo de las
multiplicaciones que se expresan en los bino-
mios conjugados, de tal manera que después
los alumnos realicen de forma auténoma una
generalizacion (PF11).

PF11: “Le explicaria desarrollando va-
rios ejercicios, pero paso a paso, es de-
cir(x+7)(x—=7)=x*—Tx+7x—-49 =
x*—49.Y con ello lograria que los alum-
nos deduzcan que en estos casos los tér-
minos se elevan al cuadrado y se deja
el signo menos. Lo mismo haria para el
otro caso”.

Se aprecia que la explicacion del futu-
ro docente es procedimental; en este caso se
podria promover una reflexion en los estu-
diantes al proporcionar un escenario de con-
frontacion con sus propios errores y llevarse
a cabo una explicacion por medio de un en-
foque geométrico (Lopez, 2008), realizando
el calculo de areas.

Por otra parte, un segundo tipo de res-
puesta fue puesto de manifiesto por 5 maestros
en formacion quienes realizan explicaciones
directas del algoritmo de binomios conjuga-
dos, ya que articulan que una estrategia ade-
cuada es mediante la exposicion de (a + b) (a
—b)=a* - b? (PF14). El tercer tipo de explica-
cion refiere a la comparacion entre el binomio
al cuadrado y el binomio conjugado, ya que
4 profesores en formacion afirman que seria
congruente y adecuado ensefiar el tema de bi-
nomios conjugados comparando las estructu-
ras entre ambos y visualizando los resultados
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que se obtienen, de tal manera que después no
se repitan dichas concepciones erroneas (PFS).

PF14: “Binomios conjugados son los
que tienen los mismos términos, pero
con diferente operacion, es decir pode-
mos tener (x +7) (x—7) y el producto de
ellos es x> —49. Se coloca el cuadrado de
cada uno de los términos”.

PF5: “Haria una comparacion de bino-
mios cuando se tiene (+y-) y (+3+) ya que
es importante que visualice que, aunque
en ambos x se eleve al cuadrado y el 7
también, en el binomio (x + 7) (x + 7) hay
un término 14x, ya que no se elimina como
sucede en el binomio (x +7) (x—7)”.

Finalmente, un total de 7 maestros en
formacion presentan inconsistencias respec-
to a la comprension del producto notable.
Cinco maestros en formacion intentaron
realizar explicaciones procedimentales, en
estos casos los futuros profesores no identi-
fican las diferencias entre el binomio al cua-
drado y los binomios conjugados, ademas
de que involucran términos y explicaciones
erroneas. Por otro lado, 2 de los estudiantes
para docente no contestaron al item.

En la tarea 4, en su item b se cuestio-
na, ;como le explicarias al alumno la sim-
plificacion de fracciones en casos donde se
involucren productos notables?, se pone
en manifiesto el disefio de instruccion del
tema de simplificacion de fracciones, para
el cual se identificaron 3 distintas formas
de realizar explicaciones de corte procedi-
mental. El primer tipo de explicacion fue
manifestado por 10 estudiantes para maes-
tro, el cual consiste en la eliminacion de
términos por medio de la factorizacion de
productos notables. Un ejemplo claro de
esto es el profesor en formacion 16 que
menciona lo siguiente.
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PF16: “Primero le pediria que analizara
un poco su fraccion y que observe si al-
guna expresion es parecida a algunos de
los productos notables. Cuando lo obser-
ve realice la factorizacion conveniente y
vea si existe una factorizacion viable,
hasta reducir a su minima expresion”.

El segundo tipo de explicacion es la
propuesta de 3 estudiantes para docente so-
bre la simplificacion de fracciones por medio
del desarrollo de la division (PF10). Por ul-
timo, el tercer tipo de explicacion es la ex-
puesta por otros 3 maestros en formacién que
consiste en la repeticion de ejercicios (PF11).

PF10: “Tal vez dividiendo seria una
buena forma de ensenar simplificacion”.

PF11: “Realizando varios ejercicios
para que a los mismos alumnos se les
facilite observar cuando son produc-
tos notables, pues con la practica se les
hara mas fécil el tema”.

Finalmente, 14 estudiantes para pro-
fesor presentaron una mayor dificultad para
abordar esta tarea. Siete futuros docentes no
comprenden el tema y no saben como expli-
carlo, por lo que mencionan que la explica-
cion adecuada para los alumnos es por medio
de estrategias, reglas y ejemplos visuales;
aunque no proporcionan ejemplo alguno.
Asimismo, 7 no contestan a la interrogante.

La tarea 6 conlleva al andlisis del cono-
cimiento necesario para discriminar los ejem-
plos que se presentan al inicio del tema y para
profundizar en ¢l. En este sentido, 4 profesores
en formacion identifican que el ejercicio pro-
puesto para iniciar puede generar dificultades
para generalizar, por lo que mencionan que es
recomendable Unicamente, cuando los alum-
nos ya conocen el algoritmo. No obstante,
este puede ser utilizarlo como demostracion
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(EP7). Por el contrario, 14 futuros docentes
mencionan que, si es recomendable utilizar el
ejercicio aritmético como ejemplo para iniciar
el tema, debido a que dicho ejercicio es mas
féacil para los alumnos (PF20).

PF7: “No, ya que se tienden a usar solo
nameros y al usar términos algebraicos
se les complicaria. Se puede usar al final
como demostracion”.

PF20: “Si, porque es mas facil para ellos
realizar una suma que empezar con mul-
tiplicaciones que involucren letras. Tam-
bién, ensefarle la jerarquia de operacio-
nes y las multiplicaciones al cuadrado”.

De igual forma, 6 maestros en forma-
cion no recomiendan el ejercicio para ser
presentado al inicio del tema, aunque los
argumentos empleados son inconsistentes
(PF19). Como podemos visualizar, los pro-
fesores en formacion dejan de lado el objeti-
vo principal del tema que es la comprension
del producto notable (binomio al cuadrado),
dandole principal importancia Unicamente,
a la facilidad en resolver alglin ejercicio.
Asimismo, 4 de 30 siguen la misma linea
de respuesta respecto a que el ejercicio es
recomendable, con la diferencia a que estos
alumnos argumentan que a partir de la com-
paracion del algoritmo y de los errores que
se pueden cometer, el alumno puede apren-
der el tema significativamente (PF9).

PF19: “No es recomendable ya que el
alumno se confundiria para la realiza-
cién de binomios elevados a cualquier
potencia”.

PF9: “Para que el alumno cometa el
error de sacarle el cuadrado a cada tér-
mino y sumarlo, al ver que el resultado
no es el mismo aprende del error”.
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De acuerdo con el analisis de los
items correspondientes a este conocimiento
KCT podemos mencionar que la mayoria de
los docentes en formacion tiene el estatus
de este conocimiento parcialmente desarro-
llado. Lo cual indica que se presentan debi-
lidades para abordar el desarrollo del tema,
desde la seleccion de ejercicios hasta el uso
de diversas representaciones.

CONCLUSIONES

De manera global, los futuros profe-
sores de matematicas presentan un cono-
cimiento limitado en cada uno de los sub-
dominios del MKT. En el conocimiento
comun del contenido matematico presentan
un mejor manejo de la estructura del pro-
ducto notable, cuando este se presenta de
manera descontextualizada. En el caso en el
que el producto notable se contextualiz6 en
un escenario de uso en los limites aparen-
temente indeterminados, el reconocimiento
representd un mayor reto.

En el conocimiento especializado del
contenido que refiere a las explicaciones, las
representaciones, los procedimientos y los
conceptos involucrados en este caso con los
productos notables, también se identificaron
inconsistencias. Particularmente, las explica-
ciones que justifican el método de resolucion
aritmética del producto notable resultaron
superficiales en los maestros en formacion.
Por otro lado, la prediccion, la identificacion
y la explicacion de los errores que forman
parte del conocimiento de contenido y los
estudiantes resultaron ser insustanciales al
referir a descripciones de los procedimientos
y no a la fuente del error. Finalmente, respec-
to al conocimiento del contenido matematico
y la ensefianza, los maestros en formacion
aluden a ejemplos de caracter procedimental
evadiendo los de tipo conceptual.
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Es importante mencionar que la fina-
lidad no es enfatizar en las falencias de los
futuros profesores, sino contextualizar que
la formacion que reciben tiene una inciden-
cia directa en como interpretan y desarrollan
las actividades matematicas. De esta mane-
ra, las tareas y las actividades que se plan-
tean a los docentes (durante su formacion
inicial e incluso continua) estructuran su co-
nocimiento matematico para la ensefanza.

En el estudio que se desarrolla en
este articulo, se refiri6 al MKT como un
elemento tedrico que puede guiar la forma-
cion del profesorado de matematicas. Sin
embargo, no es que se sostenga que el mo-
delo MKT sea el unico que puede aportar
a dicha formacion, pero es de importancia
considerar los aportes que desde este mo-
delo de conocimiento se propone, asi como
de las otras aportaciones realizadas desde
la investigacion y otros modelos del cono-
cimiento del profesor, debido a que pue-
den estructurar una formacion acorde a los
objetivos de la educacién matemadtica para
los futuros docentes.
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