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Resumen

El objetivo de este estudio ha sido identificar y comparar las estructuras que evidencian los estudiantes
de educacién primaria en las formas directa e inversa de una funcién, tanto para el trabajo con casos
particulares como en la generalizacién desde un enfoque funcional del early algebra. El estudio que se lleva
a cabo es de tipo cualitativo y de cardcter exploratorio y descriptivo. Se disefia una tarea contextualizada que
involucra la funcién lineal y=x+4, en sus formas directa e inversa. Los seis estudiantes participantes de este
estudio de educacién primaria (7-8 afios) trabajaron la tarea durante entrevistas semiestructuradas que
se desarrollaron en el curso académico 2017/2018. Los estudiantes proceden de un colegio de Granada
(Espafia). Se describen las estructuras evidenciadas en ambas formas de la funcién y tanto en el trabajo
con casos particulares como cuando se les pregunta por el caso general. Los seis estudiantes identificaron
estructuras adecuadas de la forma directa de la funcion en al menos una ocasién durante la entrevista. En la
forma inversa se observaron estructuras también adecuadas, pero hubo estudiantes que no respondieron
0 a los que no se les hicieron preguntas de esta parte. La mayorfa de las estructuras generalizadas se
evidenciaron al preguntarles explicitamente por la generalizacion tanto en la forma directa como en la
forma inversa de la funcién. Al trabajar con la relacion entre dos variables se identificaron diferencias entre
las estructuras identificadas por el estudiantado en ambas formas de una funcién: directa e inversa. La
mayor parte de las estructuras identificadas fueron adecuadas al problema y esto anima al trabajo con
ambas formas de las funciones lineales en educacion primaria.

Palabras clave: Estructura; forma directa de una funcién; forma inversa de una funcién; generalizacion;
pensamiento funcional.

Abstract

This study aimed to identify and compare the structures evidenced by primary school students in direct and inverse
forms of a function, both working with particular cases and generalizing from an early algebra functional approach.
The study was qualitative, exploratory, and descriptive. A contextualized task was designed involving the linear
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function y=x+4 in direct and inverse variations. Six 2nd graders (7-8 years of age) from a school in Granada (Spain)
participated in the study performing a designed task during semi-structured interviews conducted in the 2017-2018
school year. We described the structures evidenced in both variations with particular cases and the general case. All
six students identified adequate structures in the direct variation of the function at least once during the interview.
Adequate structures were also observed in the inverse variation. However, some students did not respond to this
section or were not asked these questions. The majority of the structures that students generalized were produced
when explicitly asked for generalization, in both direct and inverse variations of the function. When using the
relationship between two variables, differences were found between structures identified by students in both direct
and inverse variations. Most of the structures identified were adequate for the problem, which encourages work with
both variations of linear functions in primary education.

Keywords: direct variation of a function; functional thinking; generalization; inverse variation of a function;
structure.

Resumo

Este estudo teve como objetivo identificar e comparar as estruturas evidenciadas por estudantes do ensino
fundamental nas formas direta e inversa de uma funcdo, tanto para o trabalho com casos particulares
quanto na generalizacdo a partir de uma abordagem funcional da Early Algebra. O estudo efetuado é
do tipo qualitativo e de cardcter exploratdrio e descritivo. Projeta-se uma tarefa contextualizada que
envolve a funcdo linear y=x+4, em suas formas direta e inversa. Os seis estudantes que participam deste
estudo de educacdo fundamental (7-8 anos) trabalharam na tarefa durante entrevistas semiestruturadas
desenvolvidas no periodo académico 2017/2018. Os estudantes provém de um colégio de Granada
(Espanha). Séo descritas as estruturas evidenciadas em ambas as formas da funcdo, tanto no trabalho
com casos particulares quanto ao ser questionados sobre o caso geral. Os seis estudantes identificaram
estruturas adequadas da forma direta da fun¢do em ao menos uma ocasido durante a entrevista. Na forma
inversa, foram observadas estruturas também adequadas, porém houve estudantes que nao responderam
ou aos que nao foram feitas perguntas dessa parte.Amaioria das estruturas generalizadas ficaram evidentes
quando lhes perguntaram explicitamente sobre a generalizagdo tanto na forma direta quanto na inversa da
funcdo. Ao se trabalhar com a relagao entre duas varidveis foram identificadas diferencas entre as estruturas
discernidas pelos alunos em ambas as formas de uma funcao: direta e inversa. A maior parte das estruturas
identificadas foram adequadas para o problema, animando o trabalho com ambas as formas das fungdes
lineares na educagdo fundamental.

Palavras-chave: Estrutura; forma direta de uma funcéo; forma inversa de uma funcdo; generalizacao;
pensamento funcional.

Introduccion mitigar las dificultades que encuentran
estudiantes cuando abordan el algebra en

El early algebra es una propuesta cursos superiores (Kieran, 2004), que es
curricular que plantea la introduccién de | lo habitual en la gran mayoria de los pai-
modos de pensamiento algebraico des- ses (Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey y
de los primeros niveles educativos para Newman-Owens, 2015; Morales, Cafiadas,
favorecer el razonamiento matematico y Brizuela y Gomez, 2018).
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Entre los contenidos matematicos que
usualmente se trabajan en educacion prima-
ria y el tratamiento que se le da al algebra
en educacion secundaria se produce un salto
abrupto (Bednarz, Kieran y Lee, 1996; Fi-
lloy, Puig y Rojano, 2008). Este tratamien-
to del algebra se caracteriza por ser formal
y no prestar atencién a nociones como la
generalizacion y el razonamiento, lo cual
motiva la propuesta early algebra (Moli-
na, 2006). La generalizacion es un proceso
esencial en el razonamiento matematico.
Atenderla en los cursos mas basicos permi-
te, por ejemplo, que el estudiantado se aleje
de las particularidades adheridas al calculo
aritmético, al poder identificar la estructura
y las relaciones matematicas involucradas
(Blanton, Levi, Crites y Dougherty, 2011).

La propuesta del early algebra pre-
tende promover un aumento de la capacidad
para expresar la generalidad desde los pri-
meros niveles educativos, a partir de la ob-
servacion de patrones de comportamiento o
regularidades desde unos casos particulares
dados; consiste en una “algebrizacion del
curriculo” (Kaput, 2000).

Existen publicaciones que forman
parte de grandes proyectos, en diferentes
paises, que ponen el énfasis en la eviden-
cia de que la nifiez, en los primeros niveles
educativos, puede pensar de manera bastan-
te mas sofisticada de lo que se suponia (e.g.,
Kaput, Blanton y Moreno, 2008; Pinto y
Canadas, 2017a; Radford, 2018; Torres, Ca-
nadas y Moreno, 2018; Vergel, 2015). Parti-
cularmente, la investigacion evidencia que,
aun cuando las producciones estudiantiles
no contienen los signos alfanuméricos del
algebra, su pensamiento puede ser genuina-
mente algebraico (Vergel, 2014).

Este trabajo se centra en el pensamiento
funcional, un tipo de pensamiento algebraico
en el que la funcion es la nocion matematica
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protagonista. “El pensamiento funcional se
basa en la construccion, descripcion, repre-
sentacion y razonamiento con y sobre [sic]
las funciones y los elementos que las cons-
tituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 3). “El
pensamiento funcional, en el contexto del
early algebra, se centra en la relacion entre
dos variables, siendo fundamental el estudio
de regularidades y, en particular, su genera-
lizacion” (Blanton, 2008, p. 30). De manera
general, la regularidad es lo que se repite y, a
partir de una regularidad observada, se prue-
ba que esta sea valida para mas casos particu-
lares y, finalmente, para cualquier caso perte-
neciente a una situacion dada (Polya, 1966).
Concretamente, en el contexto funcional, la
estructura para referirse hace alusion a la re-
gularidad que define las relaciones existentes
entre las variables de una funcion. A través
de la identificacion de una estructura entre
valores concretos de ambas variables (casos
particulares), se puede llegar a generalizar si-
guiendo un proceso de razonamiento induc-
tivo (Cafadas y Castro, 2007).

Cada funcion tiene dos formas que
se denominan directa e inversa. El pensa-
miento funcional se centra en las relaciones,
tanto directa (de la variable dependiente con
la variable independiente) como inversa (en
la que se intercambian los valores respecto
a la relacion directa), existentes entre can-
tidades que tienen capacidad de variacion
simultanea (Blanton y Kaput, 2004; Warren
y Cooper, 2005). Pinto y Cafiadas (2017a)
exploraron como 24 estudiantes de quinto
de educacion primaria (10-11 afos) identi-
ficaron la forma inversa de una funcion al
trabajar con una tarea (y=2x+6). Conclu-
yeron que 10 estudiantes establecieron di-
ferentes estructuras que involucran las va-
riables en la funcioén inversa. Por otra parte,
5 estudiantes generalizaron esta forma de
la funcion. Los autores encontraron que las
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respuestas son mas coherentes y precisas en
el estudio de la forma directa.

Diferentes investigaciones describen
la generalizacion de estudiantes de edu-
cacion primaria en contextos funcionales
(e.g., Carraher y Schliemann, 2016; Pinto
y Cafiadas, 2017a), pero no hay estudios
sobre como estudiantes de educacion pri-
maria identifican y generalizan las estructu-
ras tanto en las formas directa e inversa de
una funcion en edades tempranas. Nuestra
investigacion persigue identificar y compa-
rar las estructuras que evidencian los estu-
diantes en las formas directa e inversa de
una funcion, tanto para el trabajo con casos
particulares como en la generalizacion. El
grupo de estudiantes participantes en la in-
vestigacion es de segundo de primaria (7-8
afios) de un colegio de Granada (Espafia).

Generalizacion y estructura
en un contexto funcional

Polya (1945) considera la generaliza-
cién como una actividad empirica inductiva
en la que se acumulan ejemplos concretos y
se detecta y se sistematiza una regularidad.
La generalizacion es una capacidad cogniti-
va que se puede desarrollar. Asumimos que
generalizar es pasar de lo particular a lo ge-
neral (Mason, 1996). Para Radford (1997)
generalizar es observar algo que va mas alla
del dominio de unos casos particulares. La
generalizacion es un elemento central del ra-
zonamiento inductivo y requiere de una abs-
traccion a partir de casos particulares para
extraer una conclusion (Driscoll, 1999).

En este estudio, nos aproximamos al
algebra desde una tarea de generalizacion
en un contexto funcional, una de las vias
que promueven algunos autores (e.g., Blan-
ton y Kaput, 2004). La funcion es el conte-
nido matematico presente en este contexto.
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Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey y New-
man-Owens (2015) caracterizaron diferentes
niveles de sofisticacion en el pensamiento de
los nifios y las nifias a través de trayectorias
de aprendizaje al aplicar diferentes funciones
en un estudio longitudinal. Los resultados su-
gieren que la nifiez puede aprender a pensar
de manera generalizada sobre las relaciones
en los datos de funciones, mas alla del enfo-
que curricular tipico en los primeros cursos
de primaria, donde se suele considerar una
sola secuencia de valores.

Usualmente, se utilizan tareas de gene-
ralizacion que involucran una funcion lineal
para promover el pensamiento funcional de
estudiantes. En el proceso de generalizacion,
ellos pueden identificar diferentes estructuras
de la funcién involucrada en la tarea. En el
ambito del pensamiento funcional se habla de
estructuras para referirse a la expresion de las
regularidades presentes entre las variables de
las funciones involucradas (Pinto y Canadas,
2017a). Se explora como los estudiantes iden-
tifican las estructuras sin atender la posicion
ni el crecimiento, como sucede en el estudio
de los patrones, sino atendiendo a la relacion
de covariacion y a la generalizacion de esas
estructuras. El estudio del patron y la estructu-
ra esta integrado en una amplia gama de estu-
dios de desarrollo matematico en los primeros
afios de ensefianza (Mulligan y Mitchelmore,
2009). La idea de patron se relaciona mas con
la nocién de recurrencia que con la de estruc-
tura, ya que esta ultima esta referida al esta-
blecimiento de una relacion de covariacion
entre dos cantidades. Una de las manifesta-
ciones del pensamiento funcional es a través
del reconocimiento de una estructura. Para in-
terpretar como los estudiantes identifican una
estructura, se define, desde un punto de vista
cognitivo, como la forma en la que es eviden-
ciada la regularidad entre las variables (Pinto
y Cafiadas, 2017a). Esta regularidad puede ser
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expresada a través de diferentes representa-
ciones, tanto al trabajar con casos particulares
de las variables como al generalizar.

Diferentes estudios distinguen entre
distintos tipos de generalizacion (e.g., Ellis,
2007; Radford, 2010). Dado que en este tra-
bajo se plantean cuestiones siguiendo el mo-
delo de razonamiento inductivo de Canadas
y Castro (2007), partiendo de casos particu-
lares hasta llegar al caso general, se asume
la distincion entre generalizacion espontanea
e inducida establecida por Pinto y Canadas
(2017b). La generalizacion espontanea se
produce sin preguntar explicitamente por ella
y suele darse cuando se plantean cuestiones
relacionadas con casos particulares. La ge-
neralizacion inducida se produce cuando se
pregunta explicitamente por el caso general.
Para generalizar, se debe identificar la estruc-
tura a partir de unos casos particulares. De
esta manera, las nociones de generalizacion
y de estructura estan relacionadas. Esta ulti-
ma es util para interpretar y presentar las pro-
ducciones de los estudiantes sobre la relacion
que observan entre las variables involucradas
en una tarea de generalizacion.

Torres, Cafiadas y Moreno (2018) dise-
flan unas categorias sobre las estructuras evi-
denciadas por seis estudiantes de educacion
primaria de la forma directa de la funcion
y=x+3 cuando trabajan con casos particula-
res y cuando trabajan con la generalizacion.
La tarea de generalizacion con la que traba-
jaron consistia en una maquina en la que se
introducian un nimero determinado de bolas
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y salian otro niimero concreto de bolas si-
guiendo la funcién mencionada, como se ob-
serva en los casos particulares de la Figura 1.

Los estudiantes identificaron cua-
tro tipos de estructuras diferentes (y=x+3,
y=x+x, y=x+2, y=x+1), durante los casos
particulares dados. La mayoria generalizd
verbalmente la estructura correcta, y=x+3,
al preguntar sobre la generalizacion, e iden-
tificaron la misma estructura para casos par-
ticulares y para el caso general, observando-
se coherencia en sus respuestas.

Los estudiantes de educacién prima-
ria pueden utilizar diferentes tipos de repre-
sentaciones para expresar las estructuras que
identifican en las tareas con funciones linea-
les. Estas incluyen (a) lenguaje natural — oral,
(b) lenguaje natural — escrito, (c) pictorico, (d)
numérico, (e) notacion algebraica, (f) tabular
y (g) grafico (Carraher, Martinez y Schlie-
mann, 2008). Asumimos que la representacion
verbal es aquella que se hace mediante el len-
guaje natural, ya sea oral o escrito. La repre-
sentacion verbal y la pictorica resultan claves
para el trabajo con estudiantes de los prime-
ros cursos de educacion primaria (Cafiadas y
Fuentes, 2015). La representacion numérica es
empleada junto a la verbal por estudiantes de
educacion primaria (Torres, Cafiadas y More-
no, 2019).

Formas directa e inversa de
una funcion

La funcion es una relacion de covaria-
cidén que se establece entre los

o
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valores de uno o mas conjun-
tos de datos respecto de otro (u
otros). En este trabajo nos cen-
traremos en las funciones que

Figura 1. Casos particulares presentados a los

estudiantes en representacion pictorica

relacionan dos variables que
covarian (Thompson, 1994).
Dada la edad de los estudiantes
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con los que trabajamos, nos cefiimos a las
funciones lineales (y = mx+n, siendo m y n
numeros naturales), con dominio y codomi-
nio también en los nimeros naturales.

Se establecen dos relaciones en las fun-
ciones de dos variables: formas directa e in-
versa de la funcion. Merino, Cafiadas y Molina
(2013) trabajaron con la relacion que se puede
establecer entre el numero de mesas y las per-
sonas que se pueden sentar alrededor de ellas.
Definieron, en su investigacion, como forma
directa de la funcién, a aquella que, dado el
nimero de mesas, permite conocer el nimero
de nifios que se pueden sentar a su alrededor.
En cambio, cuando es conocido el nimero de
nifios que estan sentados, y se requiere el nu-
mero de mesas que son necesarias, la tomaban
como la forma inversa de esa funcion.

Cuando hablamos de una funcién y =
f(x), en general, se esta haciendo referencia a
su forma directa, pues es la manera usual en la
que se representa la regularidad entre las dos
variables en un contexto concreto. Esa funcion
tiene una funcion inversa y = g(x), tal que g (f
(x)) =f (g (x)) = x. En este estudio fijamos, de
partida, una funcion dada y=x+4 que decidi-
mos que es la que se refiere a la forma directa

PENSAMIENTO
FUNCIONAL
(Proceso cognitivo que
involucraalas
funciones)

FUNCION
(Relacion entre
variablesque covarian)

FORMA DIRECTA E
INVERSA
(Relacién entre los
valores de la variable)

Figura 2. Elementos conceptuales de este trabajo
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por considerarla mas sencilla. Se afirma que,
para los casos por los que preguntamos a los
estudiantes, para uno o mas valores de X, esta-
remos indagando sobre la capacidad del sujeto
para identificar o generalizar la forma directa
de esa funcion. Sin embargo, cuando se inter-
cambian los roles de las dos variables en ese
mismo contexto, entonces se estd indagando
sobre la capacidad del sujeto para identificar o
generalizar sobre la forma inversa de esa fun-
cion. La forma directa esta determinada por la
forma en la que se presentan los datos inicia-
les. En este estudio se tomara como forma di-
recta de la funcion aquella que se supone mas
sencilla para los estudiantes.

En la Figura 2 presentamos un mapa
conceptual que incluye y relaciona los ele-
mentos teoricos de este trabajo. El sentido
de las flechas recoge el camino hacia la ge-
neralizacion como culmen del proceso del
pensamiento funcional manifestado.

La generalizacion es el resultado del
proceso seguido. La posicion que ocupan las
formas directa e inversa en nuestro estudio es
central (ver Figura 2), ya que permite explorar
el pensamiento puesto en juego por los estu-
diantes en dos direcciones (directa e inversa).
Las estructuras identifica-
das y expresadas por los
estudiantes nos ayudan a
conocer el pensamiento
funcional con mayor pro-
fundidad. Para que haya
evidencia de pensamiento
funcional es necesario que
esté implicita una relacion,
yaseaen la forma directa o
inversa de la funcion. Para
cada una de estas formas,
atendiendo a la estructura
identificada, se puede ob-
servar, si se aproximan a
la generalizacin, y como.

ESTRUCTURA
(Regularidad entre
los valores de las
variables)

GENERALIZACION
(Abstraccion a partir de
casos particulares para
extraer una conclusion)
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Nuestro objetivo general de investi-
gacion es describir como los estudiantes de
educacion primaria (7-8 afos) identifican las
formas directa e inversa de una funcion en una
tarea de generalizacion en un contexto funcio-
nal del early algebra. Para ello, se define el
siguiente objetivo especifico de investigacion:
identificar y comparar las estructuras que evi-
dencian los estudiantes en las formas directa e
inversa de una funcion, tanto en el trabajo con
casos particulares como en el caso general.

Metodologia

Llevamos a cabo un estudio cualitati-
vo y de cardcter exploratorio y descriptivo.
Dentro del paradigma de la investigacion de
disefio, se desarrolla un experimento de ense-
flanza con sesiones de trabajo (Molina, Cas-
tro, Molina y Castro, 2011). Los experimen-
tos de ensefianza son los estudios de disefio
mas frecuentes de la investigacion de disefio
(Castellanos, Flores y Moreno, 2018). Las
sesiones del experimento constituyen el con-
texto previo a la realizacion de unas entrevis-
tas semiestructuras. En la Tabla 1 se recogen
los diferentes contextos y funciones lineales
implicadas en la secuencia de sesiones que
tuvieron lugar antes de la toma de datos que
llevamos a cabo con las entrevistas.
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Tabla 1. Caracteristicas de las sesiones de clase
Contexto Funcion
Sesion 1: maquina de bolas y=x+3
Sesion 2: parque de atracciones 1°
Sesion 3: parque de atracciones 2°  y = 2x+1

Sesion 4: cumpleafios y =2x
Sesion 5: paradas de tren

En las sesiones se aplicaron cuestio-
narios basados en tareas de generalizacion
que consisten en obtener nuevos casos parti-
culares, o el caso general partiendo de unos
casos particulares conocidos. Para ello, los
estudiantes han debido identificar una es-
tructura en esos casos particulares dados. Es
decir, se les pide que reconsideren los pa-
trones como funciones (como relacion entre
dos variables). Esto a menudo implica gene-
rar una representacion o registrar de algun
modo los casos particulares para identificar
la relacion entre dos conjuntos de datos.

En la Figura 3, se presenta un ejemplo
de cuestionario aplicado después de intro-
ducir la tarea en la sesién 1 y que nos sir-
vi6 para seleccionar a los estudiantes de la
muestra de este estudio.

Los estudiantes no recibieron retro-
alimentacion sobre sus respuestas. Al aula
entraron tres miembros del equipo de in-
vestigacion: la profesora-investigadora, una
investigadora de apoyo y otro investigador
que grabd con la videocdmara.

0800
000

maquina?

1. {Cuantas bolas saldrin de la maquina si metemos 8 bolas?

6. Ahora vamos a hacer un juego en el que gana quien averigile como
funciona la maquina. ;Como puedes saber cudntas bolas salen de la

Al final de las
sesiones del experi-
mento de ensefianza,
se realizaron unas en-
trevistas finales a seis
estudiantes. Los pro-
positos de las entrevis-
tas fueron: (a) explorar
como los estudiantes
relacionan las varia-

bolas.

bles involucradas y (b)

Figura 3. Preguntas 1 y 6 del cuestionario en sesion 1
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proceso de generalizacion. En la Tabla 2 re-
sumimos esta informacion.

identificar las estructuras en las respuestas de
los estudiantes a los casos particulares y al
caso general. Para alcanzar los objetivos de

investigacion, se describieron las estructuras Tabla 2. Seleccion de la muestra

1dentificadas tanto en la forma directa como Grupos Criterios de Estudiantes
inversa de la funcion (durante los casos par- seleccion
ticulares y el general) como también las ge- Inicial No ife{lﬁﬁcamn la- EL E2
neralizaciones expr.esada.s, diferenciando si Intermedio g\iﬁ:;g:fon I B3, B4
eran espontaneas o inducidas. regularidad en varias
preguntas
Avanzado Generalizaron ES, E6

Participantes

Los participantes de este estudio fue-
ron seis estudiantes de educacion primaria
(7-8 afios), de Espafia, a los que realizamos
una entrevista individual semiestructurada.
Sus conocimientos previos eran los siguien-
tes: nimeros del 0 al 399, comparacion de
numeros y operaciones de sumas y restas
con llevadas. La caracteristica fundamental
de los participantes es que no habian reci-
bido ensefianza previa en torno a tareas que
involucraran alguna funcion lineal y la ge-
neralizacion antes de las sesiones del experi-
mento. Se seleccionaron a estos estudiantes
de un grupo de 24 al que aplicamos un cues-
tionario inicial (ver

Instrumento de recogida de
informacion

Para fundamentar el disefio de la en-
trevista y guiar el proceso hacia la generali-
zacion se sigue, en este estudio, una adapta-
cioén del modelo de razonamiento inductivo
de Cafiadas y Castro (2007) que se presenta
en la Figura 4.

Con los pasos descritos en el modelo se
observa como los estudiantes, a partir de los
casos particulares, logran identificar estruc-
turas para luego poder generalizar. Cuando
los estudiantes expresan una conjetura se

Figura 4) en la prime-
ra sesion del experi-
mento. Las preguntas
del cuestionario in-
volucran la funcion
y=x+3 (ver Figura 1)
en una tarea de gene-
ralizaciéon contextua-
lizada. Seleccionamos
a seis estudiantes te-
niendo en cuenta las
recomendaciones de
la profesora en cuanto
a sus logros de apren-
dizaje y seglin hubie-
ran avanzado en el

1. Trabajo con casos particulares. Casos concretos o ejemplos con los que se inicia el proceso. Suelen
ser casos sencillos y facilmente observables.

2. Identificacion de estructuras. La estructura hace referencia a las relaciones existentes entre las
variables de una funcién.

3. Formulacion de conjeturas. Una conjetura es una proposicion que se supone verdadera pero que no
ha sido sometida a exploracion. Dicha exploracion puede dar como resultado su aceptacion o su
rechazo. Si se presenta un ejemplo para el que la conjetura no es vélida, ésta se rechaza. En términos
de Popper (1967), se dice que la conjetura se refuta.

4. Justificacién de las conjeturas. Hace referencia a toda razon dada para convencer de la verdad de
una afirmacion. Se suele distinguir entre justificaciones empiricas v deductivas. Las empiricas usan
los ejemplos como elemento de conviceion. La validacion de conjeturas se realiza con nuevos casos
particulares (diferentes a los del paso previo). pero no para el general.

5. Generalizacion. La conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los casos de una clase

determinada. Implica la extension del razonamiento mads alla de los casos particulares considerados.

Figura 4. Modelo de razonamiento inductivo adaptado de
Canadas y Castro (2007)
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interpreta las estructuras que evidencian.
Algunos estudios usan el modelo de Cana-
das y Castro (2007) para disefar cuestiona-
rios que indagan en el proceso de generali-
zacion de estudiantes de los primeros cursos
de educacion primaria (Morales, Canadas,
Brizuela y Gémez, 2018).

En la entrevista, se plantea una tarea que
involucra una funcion lineal de tipo aditivo
(y=x+4). Se trata de una funcion lineal, que es
recomendada para trabajar con estudiantes de
educacion primaria (Carraher y Schliemann,
2016). Se uso la edad de dos superhéroes cuya
diferencia son 4 afios como contexto. El enun-
ciado fue el siguiente: “Iron Man y el Capitan
América cumplen afios el mismo dia. Cuando
Iron Man cumplio 5 afios, el Capitan América
cumpli6 9. Cuando Iron Man cumpli6 7 afos,
el Capitan América cumplié 11”. Un miembro
del equipo de investigacion fue el entrevista-
dor, quien comenzo presentan-
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caso general. El nimero total de casos par-
ticulares presentados o tratados durante la
entrevista es diferente de unos estudiantes
a otros dependiendo de sus respuestas. Des-
pués de los casos particulares, preguntamos
por el caso general determinado por la pre-
gunta: ;Como le explicarias a un amigo qué
ha de hacer para conocer la edad de uno de
los superhéroes? (el superhéroe cambia en
funcién de la forma de la funcidn que se esté
trabajando, directa o inversa).

El entrevistador formulaba las pre-
guntas que los estudiantes debian responder
mediante un protocolo de actuacion, el cual
comenzo por las preguntas en que se cono-
cia la edad de Iron Man y se desconocia la
del Capitan América, que consideraremos la
forma directa de la funcion. Una sintesis se
presenta en la Figura 5.

do la tarea a los estudiantes. A

Forma directa

continuacion, les mostrd casos
particulares (no consecutivos
para evitar la recursividad en
las respuestas de los estudian-
tes) de la tarea y avanzamos in-
ductivamente hacia la genera-
lizacion. Cada entrevista duro6
20 minutos, tiempo suficiente
para que este no fuera una li-
mitacion para los estudiantes.
Las entrevistas estaban
constituidas por dos partes.
En la primera, se les plantea-
ron preguntas sobre la forma
directa de la funcion y en la
segunda la inversa. El proto-
colo seguido en ambas entre-
vistas fue andlogo. Comen-
zaron con preguntas sobre
los casos particulares para,
finalmente, preguntar por el

1° Casos particulares

Casos particulares dados:
Cuando Iron Man cumplio 5 aiios, ¢l Capitan América cumplio 9
Cuando Iron Man cumplié 7 afios, el Capitin América cumplié 11...

Casos particulares propuestos por el estudiante:
Dime una edad para Iron Man (_). Si cumple esos afios, ;jcuantos afios cumple el Capitan
América?

Casos particulares de un tercero:
Un nifio de la clase dice que “Cuando Iron Man tiene XX afios. el Capitan América tiene YY
afos. ;Estas de acuerdo con él?

2° Generalizacion

;Como le explicarias a un amigo que ha de hacer para conocer la edad del Capitan América?

Forma inversa
1° Casos particulares
Casos particulares dados
- Cuando el Capitan América cumplié 5 aitos jcudntos cumplié Iron Man?
- Cuando el Capitan América cumplié 8 afios ;cudntos cumplié Iron Man?
Casos particulares propuestos por el estudiante.
- Dime una edad para ¢l Capitin América (_). Si cumple esos ailos ;Cuantos aiios cumple Iron
Man?
Casos particulares de un tercero
- Un nifio de la clase dice que “Cuando el Capitan América tiene XX aiios, Iron Man tiene YY
- Aiios ;Estas de acuerdo con éI?
2° Generalizacion

(Coémo le explicarias a un amigo que ha de hacer para conocer la edad de Iron Man?

Figura 5. Protocolo de la entrevista
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Analisis y resultados

Tras las entrevistas, se analizaron los
datos partiendo de las categorias de Torres,
Caniadas y Moreno (2018), basadas en las
estructuras identificadas por los estudiantes.
Las categorias distinguen entre estructuras
dadas para los casos particulares (donde se
sitia el trabajo con casos particulares de
las variables) y el caso general (donde se
pregunta con la indeterminacion de mane-
ra explicita). Se amplian aqui estas catego-
rias para acoger las estructuras evidencia-
das durante el trabajo de la forma inversa
de la funcion. Se atienden, asi, las estruc-
turas evidenciadas en las formas inversa y
directa de la funcion. Se considerd que un
estudiante identifica una estructura cuando
responde a dos o mds cuestiones siguiendo
la misma regularidad o se observa en la ge-
neralizacion. De esta manera se evidencia
si un estudiante es consciente de lo que se
repite y su respuesta no es por casualidad o
por calculos ante una determinada pregunta.
Por otro lado, se considera el tipo de genera-
lizacion expresada: inducida o espontanea.

Se presenta un resumen de resultados
mediante tablas que complementamos con
algunos ejemplos de las respuestas dadas.

Tabla 3. Estructuras identificadas en la forma directa

de la funcion
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En este trabajo se interpretan las estructuras
identificadas por los estudiantes durante los
casos particulares y el caso general. Cada es-
tudiante puede evidenciar diferentes estruc-
turas a lo largo de entrevista. En el caso que
haya mas de una estructura, las recogemos
segun su orden cronoldgico de aparicion. Se
expresan las estructuras identificadas me-
diante simbolismo algebraico, aunque ellos
no emplearan ese sistema de representacion,
como se vera en los ejemplos posteriores.

Forma directa

En la Tabla 3 se presentan los resul-
tados relativos a las respuestas al problema
que involucra la forma directa de la funcion
donde el dato conocido es el valor de la va-
riable independiente (dada la edad de Iron
Man se les pregunta por la edad del Capitan
América). Nombraremos mediante una E y
un numero (del 1 al 6) a los distintos estu-
diantes para mantener su anonimato.

En las respuestas a las preguntas que
involucran casos particulares y caso general
se observan tres tipos diferentes de estructu-
ras: y=x+4, y=4x, ¢ y=x+x. Cada estudiante
evidencid una o dos estructuras diferentes en
su trabajo. Los seis estudiantes evidenciaron
la estructura y=x+4 en el trabajo con pregun-
tas relativas a ca-
sos particulares.
Dos de ellos —E2

Estructura y E4— identifi-

Estudiante  Casos particulares  Caso general  Tipo de generalizacion caron la relacion

El y=x+4 y:4xJr ) Espontéanea e inducida y=x+x y ofrecie-

yX :

E2 y=x + X y=x + 4 Inducida ron la misma va-

y=x + 4 riedad en el tipo

E3 y=x + 4 y=x + 4 Inducida de estructuras; y

E4 y=x + 4 y=x + 4 Inducida una relacion dada

y=X + X por una operacion

E5 y=x +4 y=x +4 Inducida aditiva (y=x+x),

E6 y=x+4 y=x+4 Inducida para los casos
particulares.
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Con respecto al caso general, los
seis estudiantes evidenciaron la estructura
y=x+4. El, adicionalmente, muestra la es-
tructura y=4x. Este estudiante expreso ini-
cialmente que hay que “multiplicar por 4”
para obtener la edad del superhéroe mayor.
Todos los estudiantes expresaron verbal-
mente la generalizacion.

Tres estudiantes —E2, E3 y E4— ge-
neralizaron a partir de la estructura y=x+4
al expresar: “hay que sumar mas 4”. Sin
embargo, los estudiantes E1, ES y E6 evi-
denciaron esa estructura empleando valo-
res concretos para referirse a la edad del
superhéroe.

E 1 generaliz6 tanto espontanea como
inducidamente. Desde el inicio de la tarea
(trabajo con valores concretos), identifico la
estructura, tratdndose por tanto de una gene-
ralizacion espontanea. Al continuar con la
entrevista generalizd inducidamente cues-
tiones relativas al caso general (generaliza-
cion inducida). En el siguiente fragmento, la
generalizacion espontanea de E1, observada
durante preguntas sobre casos particulares.

I (Entrevistador): Cuando Iron Man cumplio
5 afios el Capitan América cumplio 9.
Cuando Iron Man cumplié 7 afios, el
Capitan América cumpli6 11. Y cuando
Iron Man cumpli6é 3 afios, el Capitan
América cumplio 7 afios. ;Puedes decir-
me alguna relacion entre esos numeros?

Tabla 4. Estructuras identificadas en la forma inversa de la funcion
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El (Estudiantel): El Capitan América siem-
pre le gana por 4 anos mas.

Los demas estudiantes (E2, E3, E4,
E5 y E6) generalizaron unicamente de ma-
nera inducida, cuando se les preguntd por
el caso general. A continuacion, ejemplo de
generalizacion inducida.

I: ;Coémo le explicarias a un amigo qué ha
de hacer para conocer la edad del Ca-
pitan América?

ES5: Iron Man tiene 4 afios menos que el Ca-
pitan América y el Capitdn América
tiene 4 aflos mas que Iron Man. Se
llevan 4 afios.

Forma inversa

En la Tabla 4 se presentan los resul-
tados relativos a la forma inversa de la fun-
cion donde el dato conocido es el valor de
la variable dependiente (dada la edad del
Capitan América se les pregunta por la edad
de Iron Man).

En total evidenciamos dos tipos diferen-
tes de estructuras, incluidas tanto las dadas en
los casos particulares como en el caso gene-
ral x=y-4 y x=2y. Cada estudiante evidencio
una unica estructura a lo largo de la entrevista.
Salvo E2 y EA4, todos sefialaron la regulari-
dad x=y-4 en algin momento de su trabajo,
tanto en los casos particulares como en el ge-
neral. Por su par-
te, E2 identifico

Estructura la estructura x=

Estudiante Casos particulares  Caso general  Tipo de generalizaciéon 2y y a E4 no se
El x=y-4 NR NA le pregunté por
E2 x =2y NP NA la forma inversa
E3 x=y-4 x=y-4 Inducida por haberse en-
E4 NP NP NA contrado cansado
E5 x=y-4 x=y-4 Espontanea e inducida y disperso en ese
E6 x=y-4 x=y-4 Inducida momento de la

Nota: NR = no responde; NP = no se le pregunta; NA = no aplica.

entrevista.
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Todos los estudiantes expresaron la
generalizacion verbalmente. Para la forma
inversa de la funcion también se distingue
entre generalizacion inducida y espontanea.
El estudiante E1 no respondié en esa oca-
sion a la pregunta del caso general. A E2 y
E4 no se les preguntd por el caso general, ya
que se encontraban distraidos en esta Gltima
parte de la entrevista. Las generalizaciones
de E3 y E6 fueron inducidas. Por ejemplo,
E6 expreso “antes sumaba y ahora resto, yo
siempre estoy restando 4”. Se muestra un
fragmento de entrevista con E3 donde evi-
dencia este tipo de generalizacion:

I: {Como explicarias como calcular la edad
del Capitdn América conociendo la de
Iron Man?

E3: Cuando naci6 Iron Man tenia el Capitan
América 4 afnos y después vas suman-
do los afios.

I: ;Qué has hecho tu?

E3: Una resta, aqui: 9-4, 8-4, 352-4.

Por otro lado, E5 generaliz6 tanto de
forma espontdnea como inducida. Al pre-
guntar por los casos particulares, ES expre-
sO: “antes sumaba 4; ahora resto 4 (genera-
lizacion esponténea). Ante la pregunta sobre
el caso general, ES contestd: “Siempre resto
4” (generalizacion inducida).

Conclusiones

A la luz de los resultados, reconoce-
mos que los niflos de 7-8 afios evidencia-
ron capacidades para identificar estructuras
en tareas de generalizacion que involucran
una funcién lineal. Esta capacidad se pone
de manifiesto para las formas directa e in-
versa de la funcion. Dado el tamafio de la
muestra, se destaca que la intencidén no es
generalizar, pero si tenemos una prueba de
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existencia con unos niflos que no tienen ca-
pacidades por encima ni por debajo de la
media en Espafia.

En cuanto a la consecucion de los ob-
jetivos de investigacion, se han identifica-
do las diferentes estructuras evidenciadas
por los estudiantes de educacion primaria
en relacion con la realizacion de la tarea
de generalizacion. Observando el tipo de
generalizacion que cada uno expresa en el
contexto que involucra la funcidon y=x+4,
se han extraido diferencias entre las estruc-
turas identificadas por los estudiantes en la
forma directa e inversa de la funcion.

Durante el estudio de la forma directa
se obtiene una mayor variedad de estruc-
turas —y=x+4, y=x+x e y=4x— frente a dos
tipos de estructuras diferentes evidenciadas
durante el estudio de la forma inversa (x=y-
4 y x=2y). Si durante el estudio de la forma
inversa tenemos en cuenta a los estudiantes
E2 y E4 (a los que no se les pregunto por la
generalizacion en la forma inversa), se con-
cluye que todos los estudiantes identificaron
la estructura adecuada para los casos parti-
culares y para el caso general, excepto E2.

En los hallazgos obtenidos para la for-
ma directa se observa que hay més estructu-
ras erroneas que en el caso de la forma inver-
sa. Las preguntas correspondientes a la forma
mversa se hicieron al final de la entrevista, lo
cual pudo influir en la motivacion o cansan-
cio de los nifos. Este aspecto no es abordado
en los resultados de otros trabajos de nues-
tros antecedentes. Sin embargo, en los resul-
tados obtenidos en Pinto y Cafiadas (2017a)
encontramos mas estructuras erroneas al tra-
bajar con la forma inversa de la funcioén que
con la forma directa, al contrario de lo que en
encontramos en este estudio.

La variedad de las estructuras iden-
tificadas durante el estudio de la forma
directa de la funcion d certeza sobre la

Maria D. Torres « Marfa C. Cafadas « Antonio Moreno « Pedro Gémez 12

10" BUN@RIDUIDIUNE)SIAI ] ¢ BIDUIIDIUN/ID" IR BUN'SLISIADI MMM E) » 1707 Toquiada-Anf ‘91-1 *dd 7 " N ‘¢ ‘[OA VIDNAIDIN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-2.16
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

busqueda de regularidades por parte del
estudiantado. En este estudio se ha consi-
derado que la forma directa involucra una
adicion y la forma inversa implica una sus-
traccion. Se hizo asi porque consideramos
que la primera iba a resultar mas accesible
para los estudiantes. Sin embargo, hay més
variedad de estructuras adecuadas propor-
cionadas durante el trabajo de la forma in-
versa (en total, atendiendo tanto a los casos
particulares como al caso general) que en
el trabajo con la forma directa.

Las estructuras demostradas en el tra-
bajo con las formas directa e inversa, duran-
te el primer momento de la entrevista (casos
particulares), se han mantenido y genera-
lizado para todos los estudiantes. Ademas,
se hace referencia a la estabilidad de la es-
tructura evidenciada por estos en casos par-
ticulares y mas tarde en el caso general para
cada una de las formas directa e inversa.
Aunque la estabilidad es menor en la forma
directa que en la inversa (teniendo en cuenta
al estudiante que no contesta y a los dos a
los que no se les pregunta), se evidencia co-
herencia en las estructuras identificadas tan-
to en los casos particulares como en el ge-
neral por la mayor parte de los estudiantes;
con excepcion de E1 que no lo cumple, pues
evidencia junto con la estructura adecuada
otra que es erronea: y=4x. Esto concuerda
con lo observado en Torres, Cafiadas y Mo-
reno (2018), quienes entrevistaron a seis es-
tudiantes de entre 7 y 8 afios e identificaron
la estructura correcta de la funcién que im-
plicaron (y=x+3), al menos en una ocasion,
a lo largo de la entrevista, durante el estudio
de la forma directa de la funcion.

Al igual que ocurre en el trabajo de
Warren, Miller y Cooper (2013), cuando los
estudiantes toman conciencia de la estruc-
tura, las conversaciones con ellos tienden a
disminuir y a dar respuestas con una clara
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validacion de la regularidad encontrada en-
tre las variables. Esto informa sobre la cons-
ciencia de la estructura establecida por estos
estudiantes de primaria.

En cuanto al tipo de estructuras erro-
neas identificadas, se destaca la estructura
y =x+x. En este trabajo es comprobada por
dos estudiantes en el trabajo con casos par-
ticulares de la forma directa de la funcion;
Torres, Canadas y Moreno (2018) la encuen-
tran en tres de los seis estudiantes entrevis-
tados que trabajaron con un problema que
involucraba la funcion y=x+3. Con la forma
inversa de la funcion se halla la estructura
multiplicativa x=2y, equivalente a la aditiva
X= y+y, en una ocasion, durante el trabajo
con los casos particulares. Esta estructura,
que verbalmente se corresponde con “sumar
un nimero consigo mismo”, aparece en las
dos formas de la funcion como estructura
erronea. Este hallazgo puede deberse a que,
con algun caso particular, el resultado coin-
cidia con el doble del valor de la variable
independiente o porque estan familiarizados
con la suma de un niimero consigo mismo.
También se destaca la estructura y=4x, pre-
sente en la respuesta de un estudiante a la
pregunta para el caso general en la forma
directa. Su respuesta fue la siguiente: “hay
que multiplicar por 4” para obtener la edad
del superhéroe mayor. Inferimos aqui una
dificultad al confundir una estructura aditi-
va con otra multiplicativa.

La generalizacion mas frecuente ha
sido la inducida con la forma directa de la
funcioén (cinco de seis estudiantes). Solo E1
generaliza en las formas espontdnea e indu-
cida. Durante el estudio de la forma inversa,
dos de los tres estudiantes que respondieron
evidenciaron generalizacion inducida (ge-
neralizaron al preguntarles por el caso ge-
neral). El estudiante E5 presenta generali-
zacion espontdnea e inducida para la forma

Maria D. Torres « Marfa C. Cafadas « Antonio Moreno « Pedro Gémez 13

10" BUN@RIDUIDIUNE)SIAI ] ¢ BIDUIIDIUN/ID" IR BUN'SLISIADI MMM E) » 1707 Toquiada-Anf ‘91-1 *dd 7 " N ‘¢ ‘[OA VIDNAIDIN


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en

inversa. La generalizacion inducida es la
generalizacion esperada, ya que en realidad
no necesitaban generalizar para responder a
las cuestiones sobre casos particulares. Lo
destacable es que algunos estudiantes de
segundo curso generalizaran y fueran cons-
cientes de la utilidad de la generalizacion
para hallar la respuesta a las preguntas sobre
casos particulares.

Finalmente se concluye destacando el
interés de promover el trabajo con las for-
mas directa e inversa de una funcion. Los
estudiantes de estas edades (7-8 anos) las
han abordado a través de estructuras que les
permiten dar sentido a problemas en con-
textos cercanos para ellos.

La mayor parte de las estructuras
identificadas fueron adecuadas al problema
y esto anima al trabajo con ambas formas
de las funciones lineales en educacion pri-
maria. Destacamos la necesidad de realizar
mas investigaciones en este sentido, porque
permitirian aproximarse, de una forma mas
profunda, a las relaciones entre dos varia-
bles en el &mbito del pensamiento funcional.
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