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Resumen

Este trabajo tiene un doble objetivo; por un lado, analizar las definiciones que brindan estudiantes
universitarios sobre el concepto de limite en un punto de una funciony, por otro, tanto disefiar como validar
un sistema de categorias para llevarlo a cabo. Se estudiaron las definiciones de limite proporcionadas por
38 estudiantes universitarios de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial, matriculados en un curso de
Calculo Diferencial e Integral, durante el primer semestre del 2018, en la Universidad Nacional, Costa Rica.
Para ello, se utilizaron categorias a priori y fue necesario complementarlas con otras de naturaleza inductiva,
surgidas durante el anélisis de contenido de las respuestas. Estas categorias fueron ratificadas mediante
un analisis de fiabilidad. Los estudiantes evidenciaron la categoria limite como objeto en la mitad de sus
respuestas, aproximadamente, y la categoria limite como proceso en mas de tres cuartas partes. Ademas,
constataron las categorias términos de posicién relativa y descoordinacion general de los procesos, en
un estimado de la mitad de sus respuestas. El sistema de categorias creado permitié examinar unidades
de informacién de una manera ordenada, simple y replicable. Finalmente, los estudiantes muestran
una concepcion dual del limite ya sea como un objeto, nocion fija y estatica, o como un proceso, nocién
procesual y dindmica. Asimismo, consideramos que el andlisis de contenido descrito en la metodologia
puede permitir a futuros investigadores crear un sistema de categorias similar o usar este para indagaciones
en otros contextos.

Palabras clave: Concepto de limite; célculo; contenido matematico, diddctica del analisis matemético;
estudiantes universitarios; pensamiento matematico avanzado.

Abstract

This paper serves two objectives: analyze the definitions provided by college students for the concept of
limit at a point in a function as well as design and validate a category system to carry it out. The definitions
of limit were provided by 38 university students in the Biology and Engineering in Industrial Chemistry
program, enrolled in a Differential and Integral Calculus course during the first semester of 2018, at
Universidad Nacional, Costa Rica. A priori categories were used and complemented with other categories of
an inductive nature, which emerged during the analysis of the responses. These categories were validated
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through a reliability analysis. Approximately half of the students’ answers showed the limit category as
an object and over three-quarters showed the limit category as a process. In addition, approximately half
of their answers showed the categories terms of relative position and general lack of coordination of the
processes. The category system created allowed for the analysis of information unitsin an organized, simple,
and replicable way. Finally, students showed a dual conception of limit either as an object, fixed and static
notion, or as a process, processual and dynamic notion. Furthermore, the content analysis described in the
methodology may allow future researchers to create a similar category system or use this one for research
in other contexts.

Keywords: limit concept; calculus; mathematical content; didactics of mathematical analysis; university
students; advanced mathematical thinking

Resumo

Este trabalho tem um objetivo duplo: por um lado, analisar as defini¢des que estudantes universitarios
oferecem sobre o conceito de limite em um ponto de uma funcéo e, por outro lado, desenhar e validar
um sistema de categorias para realiza-lo. Foram estudadas as defini¢ées de limite proporcionadas por 38
estudantes universitarios de Biologia e Engenharia em Quimica Industrial, matriculados em uma cadeira
de Calculo Diferencial e Integral, durante o primeiro semestre de 2018, na Universidade Nacional, Costa
Rica. Para isso, foram utilizadas categorias a priori e foi preciso complementd-las com outras de natureza
indutiva, surgidas durante a andlise de contetido das respostas. Estas categorias foram ratificadas por
médio de uma analise de fiabilidade. Os estudantes demonstraram a categoria limite como objeto na
metade de suas respostas, aproximadamente, e a categoria limite como processo em mais de trés quartos.
Também, constataram as categorias termos de posicao relativa e descoordenacdo geral dos processos,
em uma média da metade de suas respostas. O sistema de categorias criado permitiu examinar unidades
de informacdo de uma maneira estruturada, simples e replicavel. Finalmente, os estudantes mostram
uma concepcdo dual do limite, seja como um objeto, nogdo fixa e estatica, ou como um processo, no¢ao
processual e dinamica. Igualmente, consideramos que a analise de contetdo descrito na metodologia
pode permitir que futuros pesquisadores criem um sistema de categorias semelhante ou usem este para
indagacdes em outros contextos.

Palavras-chave: conceito de limite; calculo; conteido matematico; didatica da andlise matematica;
estudantes universitarios; pensamento matematico avancado.

analisis matematico, como fundamento de
la teoria de la aproximacion, de la conti-
nuidad y del célculo diferencial e integral

Introduccion

Esta investigacion forma parte de la

didactica del andlisis matematico, parti-
cularmente del pensamiento matematico
avanzado, ambito en el que destacan proce-
sos cognitivos abstractos como definir, de-
mostrar y formalizar (Azcérate y Camacho,
2003). El concepto matematico de limite
tiene una posicion central que impregna el

(Cornu, 2002; Kidron, 2014). Se trata de
una nocion cuya comprension es compleja,
en cuyo aprendizaje por estudiantes se ob-
serva una reincidencia de conflictos cogniti-
vos o dificultades (Artigue, 1995; Blazquez
y Ortega, 1998; Blazquez y Ortega, 2002;
Juter, 2007a; Juter, 2007b; Romero, 1997;
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Sierpinska, 1987; Tall, 1980; Tall y Katz,
2014; Tall y Vinner, 1981; Vrancken, Gre-
gorini, Engler, Muller, y Hecklein, 2006).

Una de las principales dificultades en
su ensefianza y aprendizaje radica, no solo
en su riqueza y complejidad, sino también
en la medida en que los aspectos cognitivos
no pueden generarse Unicamente a partir de
la definiciébn matematica. La distincion en-
tre la definicion y el concepto en si es didéc-
ticamente muy importante (Cornu, 2002).
Esta complejidad ha generado que, desde
la didéctica de la matematica, surjan inves-
tigaciones que buscan indagar en distintos
aspectos de la comprension del limite, en-
tre ellas destacan algunos estudios como los
de Kidron y Tall (2014), Swinyard (2011) y
Tall y Katz (2014).

Algunas investigaciones sobre las
concepciones del limite en estudiantes de
secundaria y de universidad evidencian que
muchos tienen una nocion intuitiva del limi-
te, que describen con términos como tender,
aproximar, alcanzar, rebasar y limite. En al-
gunas ocasiones, estos términos son emplea-
dos en clase por los docentes, y los estudian-
tes los usan con un sentido cotidiano que no
necesariamente coincide con el significado
matematico  (Blazquez,1999; Blazquez,
2000; Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo, Rico,
y Castro, 2013; Monaghan, 1991; Williams,
1991). En algunos casos, estas concepciones
y los términos empleados por los estudian-
tes pueden relacionarse con concepciones
de caracter epistemologico planteadas por
matematicos tales como D’Alembert, quien
afirmaba que el limite no se puede alcanzar
y Cauchy para quien es alcanzable (Sierra,
Gonzalez, y Lopez, 2000).

Fernandez-Plaza et al. (2013) descri-
bieron e interpretaron las definiciones de es-
tudiantes de bachillerato sobre el concepto
de limite finito de una funcién en un punto
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en términos de aspectos estructurales, com-
pilados y sintetizados de investigaciones
previas. Para ello, plantearon nueve catego-
rias: tipo de objeto/proceso, vinculacion en-
tre limite e imagen, descoordinacion de los
procesos en el dominio y en el rango de la
funcion, referencia explicita a un sistema de
representacion distinto al numérico o sim-
bolico, evaluacion en el punto (sustitucion
directa), tabla de valores, condiciones de
lateralidad y doble convergencia, aspectos
estructurales de alcanzabilidad y rebasabi-
lidad, reproduccion de la definicion de re-
ferencia. Este trabajo fue nuestro punto de
partida, ya que tomamos algunas de sus ca-
tegorias tal cual, otras las adaptamos y ela-
boramos algunas nuevas.

En Costa Rica, el primer contacto de
los estudiantes con el concepto de limite se
realiza en la Universidad. Particularmente,
en la Universidad Nacional (UNA), la pri-
mera asignatura en la que se inserta es Cal-
culo I, asignatura en la que se estudian limi-
tes, derivadas, aplicaciones de la derivada,
integrales y aplicaciones de la integral y
que se oferta en las carreras de ingenierias,
ciencias experimentales, economia, admi-
nistracion y enseflanza de las ciencias. Este
curso no tiene un enfoque formal, por tanto,
la presentacion de los conceptos se hace de
forma intuitiva, sin hacer uso de definicio-
nes formales ni demostraciones matemati-
cas de los resultados.

Este estudio forma parte de uno mas
amplio cuya finalidad es analizar el signi-
ficado que le atribuyen estudiantes univer-
sitarios de la UNA al concepto de limite en
un punto de una funcién en una variable, en
el que queremos explorar el significado que
tienen los estudiantes durante la ensefanza
del tema en el curso de Célculo I y como
se modifica al terminar dicha ensenanza. El
significado de un contenido matematico es
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ampliamente estudiado; de todos los marcos
existentes, consideramos el posicionamien-
to tedrico de Rico y colaboradores (Rico,
2012, 2013, 2016a, 2016b) que lo consi-
deran desde una postura filoséfica y curri-
cular. Dentro de este marco, nos centramos
unicamente en este articulo en uno de los
elementos que forman parte del significado:
las definiciones. En concreto, se analizan
las definiciones del concepto de limite pro-
porcionadas por 38 estudiantes de Biologia
e Ingenieria en Quimica Industrial durante
su primer contacto con dicho concepto.

Las dificultades en la aplicacion de las
categorias del estudio de Fernandez-Plaza
et al. (2013) a todas las respuestas de nues-
tro trabajo nos llevaron a disefiar y validar
un sistema de categorias, adaptadas de di-
cho estudio. Los resultados muestran que se
trata de un sistema de categorias fiable que
permite analizar definiciones del concepto
de limite de manera ordenada, sistematica
y replicable. Resaltamos la concepcion dual
objeto/proceso que atribuyeron los estu-
diantes al limite, pues aproximadamente en
la mitad de las respuestas lo sefialaron como
objeto y en mas de tres cuartas partes de las
respuestas lo sefialaron como proceso. Ade-
mas, en mas de la mitad de las respuestas
evidenciaron las categorias términos de po-
sicion relativa y descoordinacion general
de los procesos. Para analizar el significado
del concepto de limite, especificamente las
definiciones, requerimos un marco teorico
que ahonde en el significado de un conteni-
do matematico escolar. A continuacién, en
el siguiente apartado, hacemos una descrip-
cioén del marco que hemos utilizado.

Marco teorico

La nociéon fundamental que soporta
el marco teorico es la de significado de un
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contenido matematico escolar. Esta nocion
ha sido ampliamente estudiada y desarro-
llada en matematica educativa por autores
como Steinbring (1997, 2006), Vergnaud
(2009, 2013), Kilpatrick, Hoyles y Sko-
vsmose (2005), Thompson (2013, 2016),
Thompson y Milner (2019), o Byerley y
Thompson (2017). En este estudio se asu-
me la nocion de significado establecida por
Rico (Rico, 2012, 2013, 20164, 2016b), que
tiene un doble fundamento filoséfico y cu-
rricular. Por un lado, se basa en la conside-
racion de significado introducida por Frege
a finales del siglo XIX, que establece la di-
ferencia entre signo y significado, y a su vez
en el significado discrimina entre referencia
y sentido. Asi, introduce la nocién de tridn-
gulo semantico a través del signo o término
con el que se expresa, graficos y notaciones
que lo representan; por su referencia o con-
cepto propiamente y la estructura logica en
la que se inserta; y por su sentido o modo en
que vienen dados los objetos que encajan en
el concepto, o modos de uso con que puede
ser entendido, aplicado e interpretado. Este
trabajo ha sido transformado y desarrollado
para estudiar los significados de conceptos
y contenidos de las matematicas escolares
(Rico, 2012, 2013, 2016a, 2016b; Rico y
Ruiz-Hidalgo, 2018); considera, para su
analisis, tres componentes: estructura con-
ceptual, sistemas de representacion, y senti-
dos y modos de uso (Figura 1).

Estructura conceptual

Sentidos y
modos de uso

Sistemas de
representacién

Figura 1. Triangulo semantico de un
concepto matemadtico escolar. Adaptado de
Rico (2012).
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Por otro lado, desde una dptica mas
curricular y cognitiva, la nocioén de signifi-
cado que hemos considerado se basa en la
dualidad del conocimiento matematico es-
tablecida por Bell, Costello & Kiichemann
(1983), quienes indican que, al discutir la
comprension y la ensefianza de las mate-
maticas, debemos distinguir entre concep-
tos y estrategias. Posteriormente, Hiebert
y Lefevre (1986) sefalan que la distincion
entre conceptos y procedimientos juega un
papel importante en la adquisicion de co-
nocimientos. El conocimiento conceptual
se caracteriza por ser un conocimiento rico
en relaciones, puede considerarse como una
red de conocimiento en la que las relacio-
nes de enlace son tan prominentes como
las piezas discretas de informacion. El de-
sarrollo del conocimiento conceptual se lo-
gra mediante la construccion de relaciones
entre piezas de informacién. En cambio, el
conocimiento procedimental estd compues-
to, por un lado, por el lenguaje formal, o
sistema de representacion de simbolos de
las matematicas y, por otro, de algoritmos
o reglas para completar tareas matematicas.
Sobre este doble fundamento, consideramos
que conocer el significado de un concepto
matematico implica saber “su definicion,
representarlo, mostrar sus operaciones, re-
laciones y propiedades y sus modos de uso,
interpretacion y aplicacion a la resolucion
de problemas” (Rico, 2016a, p. 94). A con-
tinuacion, se detallan las tres componentes
del significado de un contenido matematico
escolar, en cuanto a los aspectos estructu-
rales que resultan centrales de este trabajo.

Estructura conceptual

Comprende los conceptos, procedi-
mientos, propiedades, argumentos y pro-
posiciones que se obtienen y sus criterios
de veracidad, vinculados con un contenido
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matematico, junto con la estructura formal
que proporciona referencia a los contenidos
utilizados (Rico, 2012). La estructura con-
ceptual se organiza en tres componentes:
campo conceptual, campo procedimental y
campo actitudinal.

El campo conceptual es el conglo-
merado de conceptos y relaciones que ha-
cen referencia a un contenido matematico.
Se reconocen tres niveles de conocimiento:
los hechos, que se componen de términos,
notaciones, convenios y resultados; los con-
ceptos, que describen una regularidad de un
conjunto de hechos; y las estructuras con-
ceptuales, que corresponden a un conjunto
de conceptos y transformaciones relaciona-
dos entre si. (Fernandez-Plaza, 2016; Hie-
bert y Lefevre, 1986; Rico, 1997).

El campo procedimental comprende
las reglas, operaciones, algoritmos, propie-
dades, sus formas de procesamiento y el co-
nocimiento implicado al resolver una tarea
matematica. Seguin la complejidad del con-
tenido matematico, encontramos tres nive-
les: las destrezas, que son el procesamiento
de hechos; los razonamientos, que son el
procesamiento de conceptos; y las estrate-
gias, que implican el procesamiento de una
o varias estructuras conceptuales (Fernan-
dez-Plaza, 2016; Hiebert y Lefevre, 1986;
Rico, 1997).

El campo actitudinal se describe en
tres categorias en las matemadticas esco-
lares: las emociones, que comprenden la
seguridad, la disciplina, el dominio y auto-
estima; la moralidad y las normas, que im-
plican el respeto y la aplicacion de reglas,
la correccion de procedimientos y la cohe-
rencia; y los valores éticos (Bell, Costello
& Kiichemann, 1983, Fernandez-Plaza,
2016; Rico, 1997).
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Sistemas de representacion

Las representaciones aluden a sig-
nos, notaciones simbolicas o graficas para
cada nocion matematica que expresan los
conceptos y procedimientos, asi como sus
relaciones, caracteristicas y propiedades. Se
pueden considerar dos grupos de sistemas
de representacion: las simbolicas que com-
prenden simbolos alfanuméricos, y las gra-
ficas que aluden a figuras (Castro y Castro,
1997; Kaput, 1987). Se pueden considerar
representaciones verbales, se trata del uso
del lenguaje escrito para referirse a concep-
tos, procedimientos y propiedades; grafi-
cas, que alude al uso de figuras en el plano
cartesiano; simbdlica, que resalta el uso de
numeros, simbolos matematicos y del abe-
cedario en una organizacion no tabular; y
tabular, que describe al uso de simbolos al-
fanuméricos organizados en una tabla.

Sentidos y modos de uso

Los sentidos y modos de uso de los
conceptos matematicos hacen referencia a
las diversas situaciones a las que responde,
a los problemas que resuelve y a los fend-
menos que organizan lo que permite com-
plementar sus significados (Ruiz-Hidalgo,
2016). Se consideran relevantes tres ele-
mentos: los términos y modos de uso, que
son palabras que sintetizan la definicion de
un concepto matematico para brindarle sen-
tido, corresponden a distintas interpretacio-
nes de este; los contextos matematicos, que
estan relacionados con las funciones y las
cuestiones a las que responden los concep-
tos matematicos; y las situaciones que co-
rresponden a las circunstancias o condicio-
nes en las que se aplica y trabaja el concepto
matematico.
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Objetivos del estudio

Basados en el marco tedrico y en los
antecedentes, concretamos dos objetivos
para el trabajo: (1) realizar el disefio y va-
lidacién de un sistema de categorias para
el analisis de definiciones de limite de una
funcion en un punto, basadas en el trabajo
de Fernandez-Plaza et al. (2013); y (2) utili-
zar el sistema de categorias para analizar las
definiciones del concepto de limite propor-
cionadas por 38 estudiantes universitarios
de Biologia e Ingenieria en Quimica Indus-
trial de la UNA. Para realizar el analisis de
las definiciones del concepto de limite deci-
dimos utilizar el analisis de contenido como
método de investigacidon, que se muestra
con detalle en el siguiente apartado.

Metodologia

El estudio es cualitativo, con alcan-
ce exploratorio y descriptivo (Hernandez,
Fernandez y Baptista, 2014), ya que no se
conocen antecedentes de investigaciones si-
milares en Costa Rica y se pretende analizar
las definiciones que brindan los estudiantes
sobre el concepto de limite sin emitir jui-
cios de valor. Para analizar la informacion,
la herramienta metodolégica que vamos a
utilizar es el andlisis de contenido, que posi-
bilita codificar y categorizar las unidades de
analisis en instrumentos de respuesta abier-
ta, comparar las categorias y establecer vin-
culos entre ellas y extraer conclusiones ted-
ricas (Cohen, Manion y Morrison, 2007).
Es una técnica de investigacion para hacer
inferencias replicables y validas de textos
a los contextos de su uso. Implica procedi-
mientos especializados, proporciona nuevas
ideas, aumenta la comprension del inves-
tigador de fendmenos particulares o infor-
ma acciones practicas. Es una herramienta
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cientifica (Krippendorff, 2004). No hay un
método aceptado universalmente para rea-
lizar el analisis de contenido, por lo que
seguimos a Rico y Fernandez-Cano (2013)
que manifiestan que, en general, el andlisis
de contenido tiene siete fases que se descri-
ben en la Figura 2.

Fases 1, 2 y 3: En nuestro caso, el
contenido a analizar en este trabajo corres-
ponde a la produccion escrita que brindaron
los 38 estudiantes de Célculo I de Biologia e
Ingenieria en Quimica Industrial durante el
primer semestre del 2018 al pedirles que ex-
plicaran, con sus propias palabras, el signi-
ficado de la definicion de limite que les ha-
bia dado su profesor. Con ello buscabamos
conocer, en aspectos generales, la forma en
que expresaban su interpretacion de dicho
concepto y los aspectos o caracteristicas
que resaltaban de este mismo. En este sen-
tido, consideramos cada definicién dada por
los estudiantes como una unidad de analisis,
entendiendo que una definicion completa
acaba cuando el estudiante agrega un punto
y aparte. Once estudiantes respondieron dos
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veces a la tarea, por lo que en total trabaja-
mos con 49 unidades de analisis.

Fase 4. Para analizar las respuestas de
los estudiantes partimos de las categorias
de andlisis propuestas por Fernandez-Pla-
za et al. (2013). Mas adelante, al poner en
practica este sistema de categorias con las
respuestas de los estudiantes (fase 5), surgio
la necesidad de precisar algunas de ellas e
incluir categorias nuevas. En la Tabla 1 pre-
sentamos la relacion entre estas categorias
y las categorias que emergieron de nuestro
estudio. Hay que destacar que todas estas
categorias son dicotdmicas e indican la pre-
sencia o ausencia de la caracteristica que
describe la categoria. Dado que el disefio
y validacion de este sistema de categorias
supone uno de nuestros objetivos de inves-
tigacion, la descripcion definitiva de cada
una de nuestras categorias se detallard en
el apartado descripcion de las categorias
de analisis. Posteriormente, en el apartado
fiabilidad del analisis de las categorias, se
describira el proceso de validacion.

Fase I: Delimitar el contenido (texto, discurso o produccidn escrita) a analizar.

A\

Fase 2: Precisar la unidad de analisis (palabra, frase o parrafo).

Fase 3: Ubicar o inferir en el texto las unidades de analisis.

I‘ase 4: Definir e interpretar las categorias consideradas.

Fase 5: Codificar y cuantificar a través de frecuencias o rangos las unidades de analisis
adscritas previamente al sistema de categorias establecido.

\adscritas.

Fase 6: Vincular e interpretar las categorias considerando sus unidades de analisis

Fase 7: Relacionar el proceso de analisis de contenido con lo que se indaga y con los
agentes que intervienen: hablante - escritor u oyente — lector.

Figura 2. Fases del andlisis de contenido.
Adaptado de Rico y Fernandez-Cano (2013).
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Tabla 1. Adaptacion de las categorias de Ferndandez-Plaza et al. (2013)

Categorias de Fernandez-Plaza et al. (2013) Categorias de nuestro estudio

Tipo de objeto/proceso Limite como objeto (LO)
Limite como proceso (LP)
Vinculacion entre limite e imagen (identificacion, Vinculacion entre limite e imagen (LI)
conexion e independencia)
Descoordinacion de los procesos en el dominio y en  Descoordinacion de los procesos en el dominio de la
el rango de la funcion funcion (DX)
Descoordinacion de los procesos en el rango de la
funcion (DY)
Descoordinacion general de los procesos (DG)
Coordinacion entre las variables x ¢ y (CV)
Referencia explicita a un sistema de representacion  Simbolos matematicos y notaciones (S)
distinto al numérico o simbolico Referencia a un sistema de representacion grafico o
geométrico (G)
Evaluacion en el punto -
Tabla de valores -

Condiciones de lateralidad y doble convergencia Condiciones de lateralidad y doble convergencia
(CLDC)
Aspectos estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad Aspectos estructurales de no alcanzabilidad (NA)

Aspectos estructurales de alcanzabilidad y no rebasab-
ilidad (ANR)
Reproduccion de la definicion de referencia -
Referencia a las variables x ¢ y (RV)
Términos de posicion relativa (PR)
Propiedades matematicas (PM)

Nota: Fuente propia de la investigacion.

En la Tabla 1 se muestra la correspon- imagen de la funcion” (p. 122), se convir-
dencia entre las categorias de este estudio ti6 en una Unica categoria llamada vincula-
y las de Fernandez-Plaza et al. (2013). La cion entre limite e imagen, porque lo que
categoria tipo de objeto/proceso es “cuando nos interesa es determinar si los estudiantes

los estudiantes establecen distintas referen- relacionan el limite con la imagen, ya sea
cias para el objeto limite (lugar del plano, de manera general o con casos particulares.
conjunto de puntos, recta, etc.); en algunos La categoria descoordinacion de los
casos, se destaca también su dualidad proce- procesos en el dominio y en el rango de la
sual (aproximacion)” (p. 122), se convirtio funcion, que se presenta cuando “los escola-
en dos categorias que no son excluyentes: res solo se refieren a la variable x” (p. 122),
limite como objeto y limite como proceso. motivo la creacion de cuatro categorias mu-
La categoria vinculacion entre limite e ima- tuamente excluyentes: coordinacion entre
gen se establece cuando el estudiante “asig- las variables x e y, descoordinacion de los

na al limite un valor de imagen se observa procesos en el dominio de la funcién, des-
una Identificacion (de manera general), una coordinacién de los procesos en el rango de
Conexion (en casos particulares) o bien una la funcion y descoordinacion general de los
Independencia entre dicho limite y el valor procesos.
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Asimismo, la categoria denominada
referencia explicita a un sistema de repre-
sentacion distinto al numérico o simbdli-
co se presenta con el “empleo de términos
para el objeto/proceso limite relacionados
con un sistema de representacion diferen-
te al numérico o simbolico” (p. 122). Esta
motivo la creacion de la categoria simbolos
matematicos y notaciones, y de la categoria
referencia a un sistema de representacion
grafico o geométrico.

La categoria condiciones de laterali-
dad y doble convergencia, en la que los estu-
diantes “expresan que los procesos de calcu-
lo del limite, bien por la izquierda o bien por
la derecha, deben dar el mismo resultado”
(p. 122) se mantiene sin modificaciones. La
categoria aspectos estructurales de alcanza-
bilidad y rebasabilidad, descrita como “la
posibilidad o no de alcanzar o rebasar el li-
mite puede ser expresada por los escolares
en sus definiciones ” (p. 122), se desglos6 en
dos categorias: no alcanzable y alcanzable
pero no rebasable. Finalmente, surgi6 la ne-
cesidad de incluir las categorias referencia
a las variables x e y, términos de posicion
relativa y propiedades matematicas.

Fase 5. Una vez establecidas las cate-
gorias, se procedio al andlisis de la presencia
o ausencia de cada una de las caracteristicas
descritas en la categoria. Los datos se anota-
ron en una hoja de célculo en Excel que con-
tiene una columna para cada una de las 15
categorias, correspondiendo cada fila a una
unidad de informacion. Se agregaba 1 cuan-
do estaba presente la categoria en la unidad
de informacién y 0 cuando no lo estaba.
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La Tabla 2 muestra el resultado de
la codificaciéon de la unidad de andlisis
EBMO0125 “El limite de fen a es L, solo
cuando si al aproximarse a a por derecha
y por izquierda se obtiene el resultado de
que las imagenes de @ en y tienden a L”, en
la que se encuentra la dualidad del limite
como objeto, ya que indica que “el limite de
fenaesL” ycomo proceso, cuando utili-
za los términos “aproximarse” y “tienden”.
Ademas, identifica el limite con la imagen,
hay una coordinacion entre las variables x e
y, establece la necesidad de que las aproxi-
maciones por la derecha y la izquierda del
nimero coincidan (CLDC), utiliza términos
de posicion relativa, referencia a las varia-
bles (iméagenes) y usa lenguaje simbolico (f,
a, L, y). Esta codificacion fue realizada de
manera independiente por los tres investi-
gadores. Posteriormente, se calcularon las
frecuencias absolutas y porcentajes de cada
una de las categorias. Los resultados de di-
cho andlisis se presentaran en el apartado
analisis y resultados.

Fases 6 y 7, relativas a la vinculacion
e interpretacion de las categorias y a la re-
lacion del andlisis realizado con lo que se
indaga y los agentes que intervienen, se ex-
pondran en el apartado de conclusiones.

Descripcion de las categorias de
analisis

Presentamos la definicion de cada una
de las categorias de nuestro estudio expues-
tas en la segunda columna de la Tabla 1.

(1) Limite como objeto (LO): los su-
jetos establecen distintas referencias para el

Tabla 2. Categorizacion de una unidad de informacion

LO LP LI CV DX DY DG CLDC

PR NA ANR RV S G PM

1 1 1 1 0 0 0 1

0 0 1 1 1 0 0

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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objeto limite (Fernandez-Plaza et al., 2013).
Se entiende limite como una nocion estatica.
Algunas palabras claves para identificar esta
categoria son: nimero, valor, lugar, etc. Si un
sujeto dice que un limite se aproxima a un
numero, pero no dice que el limite sea el na-
mero, entonces no hay evidencia de LO.

(2) Limite como proceso (LP): los
sujetos refieren al limite de manera proce-
sual (aproximacion) (Fernandez-Plaza et al.,
2013). Es una nocion dinamica. Los sujetos
hacen referencia a un proceso de obtencion o
procedimiento. Algunas palabras claves para
identificar esta categoria son: aproximarse,
tiende, acercar, etc. Si el sujeto usa un verbo
de procedimiento, y no dice nada sobre el ob-
jeto limite, asumimos que evidencia LP, como
por ejemplo “estudia lo que ocurre alrededor
de los puntos”, “analisis de un punto”. Las
categorias limite como objeto y limite como
proceso no son mutuamente excluyentes.

(3) Vinculaciéon entre limite e imagen
(LI): los sujetos atribuyen al limite un valor de
imagen de la funcion (Fernandez-Plaza et al.,
2013). La alusion a la imagen puede hacerse de
manera implicita, por ejemplo, en la afirmacion
“es el valor maximo o mas proximo al punto
que pertenece a una funcion” dice que pertene-
ce a una funcion, por ende, ese valor debe ser
imagen, “el nimero al que tiende una funcion
cuando sustituyo valores en una variable espe-
cifica”, pues al sustituir los valores se entiende
que son las imagenes. Cuando los sujetos vin-
culan el limite con un valor de la imagen en
particular, estan evidenciando el limite como
objeto, es decir, si se da LI entonces se da LO.

Las categorias 4-7 representan las
distintas posibilidades que encontramos en
lo relativo a la coordinacion o descoordina-
cion entre las variables x e y, por lo que son
mutuamente excluyentes. Ademas, estas ca-
tegorias solo se evidencian cuando los suje-
tos aluden al limite como proceso.

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-2.18
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

(4) Coordinacion entre las varia-
bles x e y (CV): los sujetos indican que es
un proceso en el que estan implicadas las
dos variables (x e y), una depende de otra.
Los sujetos evidencian convergencia de y
en relacion con la convergencia de x, es la
aproximacion de las imagenes a un niimero,
cuando x se aproxima al punto.

(5) Descoordinacion de los procesos
en el dominio de la funcién (DX): los su-
jetos, de manera explicita, solo evidencian
convergencia de x, es decir, inicamente evi-
dencian la aproximacion de las preimagenes
aun nimero. (Ferndndez-Plaza et al., 2013).

(6) Descoordinacion de los procesos
en el rango de la funcion (DY): Los sujetos,
de manera explicita, solo evidencian con-
vergencia de y, es decir, solo evidencian la
aproximacion de las imagenes a un niimero.

(7) Descoordinacion general de los
procesos (DG): Los sujetos evidencian
convergencia en una sola de las variables,
ya sea en la variable independiente o en la
variable dependiente, pero no explicitan en
cudl de ellas. Es decir, hay descoordinacion
general, cuando el estudiante ve al limite
como un proceso, no coordina las variables,
no descoordina en x, no descoordina en y.

(8) Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC): los sujetos expresan
que los procesos de calculo del limite, por la
izquierda y por la derecha, deben dar el mis-
mo resultado (Fernandez-Plaza et al., 2013).

(9) Términos de posicion relativa
(PR): los sujetos usan palabras o frases para
el limite que denotan una posicion relativa,
es decir, aluden a donde esta ubicada una no-
cién matematica con respecto a una nocion
fija (objeto) de manera explicita o implici-
ta. Algunas palabras claves para identificar
esta categoria son: cercano, a la derecha,
encima de, mayor que, préximo, por enci-
ma, es una proximidad. Esta categoria no
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necesariamente estd relacionada con LO.
Ademas, si los sujetos evidencian la catego-
ria CLDC entonces sefialan la categoria PR,
y puede haber PR sin que haya CLDC.

Las categorias 10-11 son mutuamente
excluyentes.

(10) Aspectos estructurales de no al-
canzabilidad (NA): los sujetos expresan la
imposibilidad de alcanzar el limite. (Fer-
nandez-Plaza et al., 2013). Algunas frases
claves para identificar esta categoria son:
sin nunca tocar dicho valor, siguiendo la re-
gla de que, y no va a ser el resultado, nunca
lo llega a pasar o tocar, etc.

(11) Aspectos estructurales de alcanza-
bilidad y no rebasabilidad (ANR): los sujetos
expresan la posibilidad de alcanzar el limite,
pero no de rebasarlo o sobrepasarlo. Usan
palabras como no pasar (Fernandez-Plaza et
al., 2013). Algunas frases claves para iden-
tificar esta categoria son: punto final, valor
maximo, hasta donde llega la funcion.

(12) Referencia a las variables x e y
(RV): los sujetos usan palabras especificas
para aludir a las variables independiente y
dependiente de la funcion. Algunas palabras
claves para identificar esta categoria son: pre-
imagen, imagen, punto en x, punto en y, etc.

(13) Simbolos matemadticos y nota-
ciones (S): los sujetos usan simbolos mate-
maticos, notaciones para aludir a diferentes
nociones matematicas. Algunos simbolos
claves para identificar esta categoria son: f,
a, L, x,y, etc.

(14) Referencia a un sistema de re-
presentacion grafico geométrico (G), es
decir, los sujetos usan términos para el
objeto/proceso limite relacionados con un
sistema de representacion grafico o geomé-
trico. Algunas palabras claves para identi-
ficar esta categoria son: punto final, en la
gréfica, el punto en una recta, huecos que
hay en un gréfico, etc.
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(15) Propiedades matematicas (PM):
los sujetos hacen referencia a propiedades,
o nociones que son verdaderas en la mate-
matica no contempladas en el resto de las
categorias de analisis.

Fiabilidad del analisis de las
categorias

La fiabilidad es la medida en que un
procedimiento de medicion arroja los mis-
mos resultados en ensayos repetidos. Esto
ultimo es particularmente relevante para el
analisis de contenido codificado por seres
humanos, ya que una medida es poco valiosa
si solo puede ser realizada una vez o por una
sola persona en particular (Neuendorf, 2017).
La replicabilidad es la forma mas importante
de fiabilidad (Krippendorff, 2004). Los indi-
ces de fiabilidad se utilizan para determinar
la fiabilidad de las mediciones realizadas por
los investigadores (Sim & Wright, 2005).

Neuendorf (2017) describe cuatro ame-
nazas para la fiabilidad: un esquema de co-
dificacion mal ejecutado, el entrenamiento
inadecuado del codificador, la fatiga del codi-
ficador y deriva del codificador y, la presen-
cia de un codificador deshonesto. Para evitar
estas amenazas, hemos realizado varios ciclos
de revision de las categorias con una muestra
de las respuestas de los estudiantes y, poste-
riormente, hemos discutido los resultados,
como parte del entrenamiento en la codifica-
cion. Este proceso ha dado lugar a la modifi-
cacion de la descripcion de las categorias, que
hemos redactado de la forma mas explicativa
posible, incluyendo términos usuales en los
que aparecen y algunas aclaraciones a dudas
que surgieron al aplicar dichas categorias a
una muestra. Ademas, hemos asociado las que
estan relacionadas para que sea mas sencilla
la categorizacion. Por ultimo, dada la impor-
tancia que tiene para nosotros ajustarnos a la
realidad, hemos realizado las categorizaciones
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en momentos que nos sintamos comodos y
centrados, evitando dedicarnos a este trabajo
cuando estdbamos fatigados.

Como se indico en la metodologia,
tras analizar de manera independiente 10 res-
puestas de los estudiantes utilizando las cate-
gorias de Fernandez-Plaza et al. (2013), nos
dimos cuenta de que esas categorias no eran
suficientes para analizar las respuestas, por lo
que establecimos las categorias descritas en el
apartado anterior. Con estas 15 categorias ana-
lizamos las respuestas de los estudiantes del
curso de Biologia de manera independiente
y realizamos una triangulacion para consen-
suar, ajustar y explicar mas las definiciones de
las categorias de manera que nos permitieran
hacer un andlisis sistematico y con la menor
de las ambigiiedades. A modo de ejemplo,
en la categoria LI se agregd que la alusion a
la imagen se podia hacer de manera implici-
ta, por ejemplo, en la afirmacion “es el valor
maximo o mas proéximo al punto que perte-
nece a una funcion” dice que pertenece a una
funcion, por ende, ese valor debe ser imagen,
“el nimero al que tiende una funcién cuando
sustituyo valores en una variable especifica”,
pues al sustituir los valores se entiende que
son las iméagenes, ya que uno de los investiga-
dores solo anotaba esta categoria cuando alu-
dia a la imagen explicitamente. Algo similar
consensuamos para la categoria LO, ya que
acordamos que, si un estudiante dice que un
limite se aproxima a un numero, pero no dice
que el limite sea el numero, entonces no esta
presente dicha categoria. Por limitaciones de
espacio, no podemos desglosar los cambios
de todas las categorias.
Una vez depuradas las
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38 estudiantes y determinamos nuestro grado
de acuerdo en las categorizaciones de las res-
puestas de los sujetos de investigacion.

Para esto hemos utilizado el acuerdo
de categorizacion entre evaluadores, debi-
do a que medimos el acuerdo entre los tres
investigadores. En concreto, utilizamos el
indice Holsti, que se entiende como el por-
centaje de acuerdo entre codificadores de
los mismos casos (Neuendorf, 2017; Wang,
2011), ya que es facil de entender, calcular y
se puede aplicar a més de dos codificadores.
La férmula es: PA0 = 24 /(N1 + N2) donde
PAO representa el porcentaje de acuerdo en-
tre dos codificadores, 4 es el nimero de de-
cisiones de consenso de dos codificadores,
y N1 y N2 son los nimeros de decisiones
que los codificadores han tomado respecti-
vamente (Wang, 2011). Sin embargo, dado
que queremos conocer el grado de acuerdo
de los tres investigadores, tuvimos que mo-
dificar esta formula quedando PA0 = 34 /
(NI + N2 + N3) donde PA0 representa el
porcentaje de acuerdo entre tres codificado-
res, A es el nimero de decisiones de con-
senso de los tres codificadores, y NI, N2y
N3 son los nimeros de decisiones que los
codificadores han tomado respectivamente.

El indice Holsti de nuestro sistema
de categorias fue de 0,92. Sin embargo, si-
guiendo las recomendaciones de Neuendorf
(2017), decidimos realizar el Holsti por ca-
tegorias (Tabla 3) para tener informacion es-
pecifica de cada una y evitar que el prome-
dio de acuerdos ocultara la baja fiabilidad
de alguna de ellas. Como se puede apreciar,

Tabla 3. Holsti por categorias de los tres investigadores

15 categorias, los tres

LO LP LI

Cv DX DY DG CLDC

. :ad y Categoria
investigadores  anali- Porcentaje %
zamos nuevamente, de Categoria
manera independiente, Porcentaje 08

PR NA ANR RV S G

88 92 94 96 100 90 96
PM  Global
92 92 88 86 90 92 92

las 49 respuestas de los

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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cada categoria tiene un porcentaje alto de
acuerdo: simbolos matematicos y notacio-
nes (S) es la categoria con el porcentaje mas
bajo; descoordinaciéon de los procesos en
el rango de la funcion (DY) es la categoria
con el porcentaje mas alto de acuerdo. Se
aprecia como de las 15 categorias 12 tienen
un acuerdo entre los tres investigadores del
0,90 o més. Se debe indicar que el indice
Holsti de la primera version aplicada a los
estudiantes de Biologia arroj6 un Holsti
global de los tres investigadores de 0,80.

Analisis y resultados

Como se coment6 en la metodologia,
se pidio a los estudiantes que explicaran
con sus palabras el significado de la defini-
cion de limite, con el objetivo de determi-
nar, en aspectos generales, la forma en que
comprendian dicho concepto y los aspec-
tos o caracteristicas que resaltaban de este
mismo. Las respuestas de los sujetos de
investigacion se pudieron ubicar en al me-
nos una de las quince categorias descritas.
Mostramos, a continuacion, los resultados
de dicha codificacion.

Categorias: Limite como objeto
(LO) y limite como proceso (LP)

Los sujetos de investigacion eviden-
ciaron unicamente la categoria limite como
objeto en un 8 % de las respuestas. Entre las
respuestas mas usuales para esta categoria,
sobresalen las siguientes palabras para re-
ferirse al limite: es L, imagen, el fin, lugar,
numero, valor, valores, punto, cero, cuatro,
huecos, existe, hasta donde llega la funcion.
La presencia de esta categoria se evidencia
en la respuesta de EBM0606: El limite de
una funcion es el lugar por donde esta no
pasa (en la grafica). Para que este exista es
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necesario que los limites laterales se acer-
quen a un numero en COmun.

Los sujetos de investigacion eviden-
ciaron Unicamente la categoria limite como
proceso en un 49 % de las respuestas. Para
esta categoria sobresalen las siguientes pa-
labras para referirse al limite: aproximarse,
aproxima, tendencia, tiende, tienden, acer-
cando, acerca, acercar, al acercarse, acerca-
miento, acerquen, acercandose, cercanos,
aproxima, aproximan, aproximaciones, €s
una proximidad, estudio de valores muy
cercanos a un numero, sustituyo valores en
una variable especifica, revelan el compor-
tamiento cerca de un punto dado, analizar lo
que hay alrededor de un punto, lo que esta
pasando alrededor de un punto x, se busca
llegar, buscar numeros cercanos, analisis de
un punto, aproxima, cada vez mas cercano,
lo que sucede cerca de un punto, se estudia
el alrededor de los puntos. La presencia de
esta categoria se aprecia en la respuesta de
EQHO0110: Es cuando tomamos un numero
real a del eje x y analizamos cudles son las
imagenes de los numeros enteros cercanos
a a, sin contar a este.

Finalmente, los sujetos de investiga-
cién evidenciaron simultdneamente ambas
categorias en un 37 % de las respuestas.
Podemos notar la presencia de ambas cate-
gorias simultdneamente en la respuesta de
EBHO0701: Un valor aproximado al punto,
donde hay una tendencia. Luego se despren-
de que, el limite como objeto fue selecciona-
do en un 45 % de las respuestas y el limite
como proceso fue seleccionado en un 88 %.

Categoria: Vinculacion entre limite
e imagen (LI)

La vinculacioén entre el limite e imagen
fue evidenciada en un 14 % de las respues-
tas por los sujetos de investigacion. Entre las
respuestas mas usuales para esta categoria
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destacan las frases: las imagenes de a en y
tienden a L, esta imagen es el limite, el valor
que pertenece a una funcion, cuando sustitu-
yo valores en una variable especifica, es el
valor que toma la y, el limite de f{x) es 4, es
un punto al cual se acerca ubicado en f{x).
Lapresencia de esta categoria se aprecia
en la respuesta de EQH0221: El limite de una
funcion es el valor que toma la y al acercarse
la x por la izquierda y la derecha en la recta.

Categorias: Coordinacion entre las
variables x e y (CV), descoordina-
cion de los procesos en el dominio
de la funcion (DX), descoordina-
cion de los procesos en el rango de
la funcion (DY), descoordinacion
general de los procesos (DG)

La coordinacion entre las variables x
e y fue evidenciada en un 22 % de las res-
puestas por los sujetos de investigacion.
La presencia de esta categoria se evidencia
en la respuesta de EQMO0807: El limite de
una funcion es cuando tanto por la derecha
como por la izquierda de x se acerca a un
determinado punto en y. Es una proximidad.

La descoordinacion de los procesos
en el dominio de la funcion fue evidencia-
da en un 6 % de las respuestas por los su-
jetos de investigacion. Para esta categoria
destacan las frases: tiende al acercarse a un
valor en el eje x, x se acerca a un numero,
x tiende a cualquier numero. La presencia
de esta categoria se aprecia en la respuesta
de EQOM0213: Cuando en una funcion x se
acerca a un numero y no da ese numero, el
limite de esa funcion es ese mismo numero.

La descoordinacion de los procesos
en el rango de la funcidn se encontro unica-
mente en la respuesta de EBH0619: El limi-
te es una tendencia hacia un numero sin que
este esté incluido. Es el acercamiento de la

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-2.18
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

imagen a un numero, quien hace referencia
al acercamiento de la imagen a un nimero.
Finalmente, la descoordinacion ge-
neral de los procesos fue evidenciada en un
57 % de las respuestas por los sujetos de
investigacion. Para esta categoria destacan
las frases: acercamiento de los valores de
una funcion hacia el limite, se acerquen a
un nimero en comun, un valor aproximado
al punto donde hay una tendencia, estudio
de valores muy cercanos a un nimero, no
se encuentra el numero como tal sino que
es deducible por una tendencia, revelan el
comportamiento de una funcién cerca de un
punto, son aproximaciones, analizar lo que
hay alrededor de un punto, tendencia de una
variable a tomar un valor definido, lo que
sucede cerca de un punto pero no exacta-
mente en €l [sic], solo se permite acercar-
se a cierto valor, aquel numero cuyo valor
se aproxima, el limite de x es un punto al
cual se acerca, se estudia alrededor de los
puntos, es cuando una funcién en su grafi-
ca se acerca a un punto, es el punto en una
grafica al que tiende la funcion, saber a qué
nimero se aproxima, se aproxima a un mis-
mo numero, la aproximacion de un niimero.
La presencia de esta categoria se evidencia
en la respuesta de EBH0521: Se refiere a un
acercamiento de los valores de una funcion
hacia el limite, el cual varia de longitud,
posicion y tendencia a medida que se va
acercando al punto final de la funcion.

Categorias: Condiciones de laterali-
dad y doble convergencia (CLDC) y
términos de posicion relativa (PR)

Las condiciones de lateralidad y doble
convergencia fueron evidenciadas en un 24
% de las respuestas por los sujetos de inves-
tigacion. Entre las respuestas mas usuales
para esta categoria destacan las frases: si al
aproximarse a a por derecha y por izquierda
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se obtiene el resultado; es el limite si es la
misma cuando se acerca tanto por derecha
como por izquierda de la preimagen; es ne-
cesario que los limites laterales se acerquen
a un nuamero en comun; tiende al acercarse
a un valor en el eje x tanto acercandose por
ambos lados, toma un valor en el eje x; es el
valor que toma la y al acercarse la x por la
izquierda y la derecha en la recta; en un limi-
te se buscan aquellos nimeros aproximados
a y sea por la izquierda o por la derecha; un
limite existe cuando los valores concuerdan
por la izq y derecha; es el punto en una gra-
fica al que tiende la funcion tanto por la iz-
quierda como por la derecha; saber a qué na-
mero se aproxima la funcién por la derecha
y la izquierda; es cuando tanto por la dere-
cha como por la izquierda de x se acerca a un
determinado punto en y, es cuando tanto por
la derecha como por la izquierda de x las y se
acercan o aproximan a un determinado pun-
to; ya sea por la izquierda o por la derecha, el
limite se aproxima a un mismo numero. La
presencia de esta categoria se evidencia en
la respuesta de EQHO0813: El limite de una
funcion es hasta donde llega la funcion, ya
sea por la izquierda o por la derecha, el li-
mite se aproxima a un mismo numero.

Los términos de posicion relativa fue-
ros evidenciados en un 51 % de las respues-
tas por los sujetos de investigacion. Para
esta categoria sobresalen las siguientes fra-
ses: izquierda y derecha de a, derecha como
por izquierda de la preimagen, valor mas
proximo al punto, valor aproximado al pun-
to, valores muy cercanos a un numero, cerca
de un punto, por ambos lados se acerca a un
valor en el eje x, alrededor de un punto, alre-
dedor de un punto x, nimeros enteros cerca-
nos a a, por la izquierda y la derecha, por la
izquierda o por la derecha, por ambos lados
(izquierda, negativo y derecha, positivo),
cerca de un valor x, cercano a 0, alrededor
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de los puntos, valores cercanos a un punto,
izquierda como por la derecha, es una proxi-
midad. Como se mencion6 en la descripcion
de estas categorias, en las respuestas donde
hay evidencia de CLDC hay evidencia de
PR, pero no viceversa, un ejemplo de este
hecho es respuesta de EBM0927 (1) Los
limites revelan el comportamiento de una
funcion cerca de un punto dado.

Categorias: Aspectos estructurales
de no alcanzabilidad (NA) y aspec-
tos estructurales de alcanzabilidad
y no rebasabilidad (ANR)

Los aspectos estructurales de no alcan-
zabilidad fueron evidenciados en 12 % de
las respuestas por los sujetos de investiga-
cion. Entre las respuestas mas usuales para
esta categoria sobresalen las frases: es el lu-
gar por donde esta no pasa (en la gréfica),
sin que este esté incluido, pero siguiendo la
regla de que y no va a ser el resultado, sin
nunca tocar dicho valor, pero nunca lo llega
a pasar o tocar, se acerca a un punto pero
nunca lo toca. La presencia de esta categoria
se evidencia en la respuesta de EQHO0205:
Significa que cuando x se aproxima a un va-
lor simultaneamente se acerca a un valor de
f(x) sin nunca tocar dicho valor.

Los aspectos estructurales de al-
canzabilidad y no rebasabilidad fueron
evidenciados en un 8 % de las respuestas
por los sujetos de investigacion. Para esta
categoria destacan las frases: punto final,
valor maximo, solo se le permite acercarse
a cierto valor no pasarse de €I, el limite de
una funcién es hasta donde [sic] llega la
funcion. La presencia de esta categoria se
evidencia en la respuesta de EBH0701: Es
el valor maximo o mas proximo al punto
que pertenece a una funcion.
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Categoria: Referencia a las
variables x e y (RV)

La referencia a las variables x e y fue
evidenciada en un 31 % de las respuestas
por los sujetos de investigacion. Entre las
respuestas mas frecuentes para esta cate-
goria destacan las siguientes expresiones:
preimagen, imagen, imagenes, valor en el
eje x, punto x, punto en y, valor que toma
la y, valores de y, nimeros en x, nimero y,
X, ¥, f(x). La presencia de esta categoria se
evidencia en la respuesta de EBH0619: El
limite es una tendencia hacia un numero sin
que este esté incluido. Es el acercamiento
de la imagen a un numero.

Categorias: Simbolos matematicos
y notaciones (S) y referencia a un
sistema de representacion grafico o
geométrico (G)

Los simbolos matematicos y notacio-
nes fueron evidenciados en un 35 % de las
respuestas por los sujetos de investigacion.
Entre las respuestas mas usuales para esta
categoria sobresalen los siguientes simbo-
los: f; a, L, y, x, 0/0, y>', lim_,_ f(x) =y,
fx), 2, 3,4, 1,12, 1/3..., 1,1/4, 1/9... . La
presencia de esta categoria se evidencia en
la respuesta de EQM0223: Significa que por
ejemplo si x tiende a 2 y f(x) a 4, el limite de
f(x) cuando x tiende a 2 es igual a 4.

La referencia a un sistema de repre-
sentacion grafico o geométrico, es decir, fue
evidenciada en un 22 % de las respuestas
por los sujetos de in-
vestigacion. Para esta
categoria, entre las res-
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una recta, graficamente, una recta tiene un
espacio o punto sin nada como hueco en
medio, un punto en una grafica, una recta o
plano, huecos que hay en un grafico, grafi-
ca se acerca a un punto, grafica, forma. La
presencia de esta categoria se evidencia en
la respuesta de EQM0518: Es cuando una
funcion en su grdfica se acerca a un punto,
pero nunca lo toca. Son valores cercanos a
un punto en especifico.

Categoria: Propiedades matemati-
cas (PM)

Las propiedades matemadticas fueron
evidenciadas en un 8 % de las respuestas
por los sujetos de investigacion. Entre las
respuestas mas frecuentes para esta catego-
ria destacan las siguientes frases: funcion
real de variable real, hay limites infinitos,
de manera que se evite el resultado 0/0, su-
cesiones, limite de sucesiones. La presencia
de esta categoria se evidencia en la respues-
tade EBM1322: Es un numero al que tiende
una funcion. Hay limites infinitos.

Presentamos en la tabla 4 un resu-
men del porcentaje de evidencia de cada
categoria, basado en las 49 respuestas de
los estudiantes.

Como se puede apreciar en la Tabla
4, el 65 % de las respuestas de los estudian-
tes evidencian al limite como proceso, pero
presentan descoordinacion en algin senti-
do: en el dominio de la funcion, en el rango
de la funcién o, en general, en los procesos.

Tabla 4. Porcentaje de evidencia de cada categoria, basado en
las 49 respuestas de los estudiantes

puestas mas habituales

LO LP LI

Cv DX DY DG CLDC

Categoria
que emplearon 1os su-  “porcentaje 45
Jetos destacan las pa-  Categoria
labras: punto final, en  porcentaje 51

88 14 22 6 2 57 24

PR NA ANR RV S G PM

12 8 31 35 22 8

la gréfica, el punto en

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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En el siguiente apartado, presentamos
una sintesis y concluimos sobre los prin-
cipales resultados obtenidos en el estudio.
Esto corresponde a las fases 6 y 7 del anali-
sis de contenido.

Conclusiones

En este trabajo nos planteamos dos
objetivos. El primero de ellos consistio en
realizar el diseflo y validacion de un sistema
de categorias para el analisis de definicio-
nes de limite de una funcion en un punto,
basadas en el trabajo de Fernandez-Plaza et
al. (2013). En cuanto a este objetivo desta-
camos que hemos realizado un método sis-
tematico como lo es el andlisis de contenido
que hemos organizado en fases (Figura 2).
Puntualmente, la reiteracion de las fases 4 'y
5 nos permiti6 tener un sistema de catego-
rias fiable, debido a que tenemos un indice
de acuerdo entre investigadores de un 92 %
y, especificamente, de las 15 categorias, 12
obtienen mas de un 90 % de acuerdo entre
los tres investigadores y las otras 3 entre un
86 % y un 88 %. Este indice de acuerdo nos
permite concluir que los resultados obteni-
dos son fiables. Es decir, el detalle con el
que son descritas las categorias y el proceso
de analisis proporciona informaciéon sufi-
ciente para replicarlo. Ademads, se describe
la forma de proceder a la hora de disefiar
y validar el proceso, mostrando un procedi-
miento valido para crear categorias de ana-
lisis de definiciones de otros conceptos o
tareas diferentes. Con nuestro estudio, com-
plementamos el trabajo de Fernandez-Plaza
et al. (2013), al aportar mas categorias, que
ponemos a prueba en otro contexto y con
otros sujetos de investigacion.

Consideramos que el sistema de cate-
gorias que hemos creado nos permitird ana-
lizar mas unidades de informacion de una
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manera sistematica y simple. En general,
creemos que el andlisis de contenido que
hemos realizado puede permitir a futuros
investigadores crear un sistema de catego-
rias similar o usar este para investigaciones
similares en otros contextos.

El segundo objetivo de nuestro trabajo
consistio en utilizar el sistema de categorias
para analizar las definiciones del concepto
de limite proporcionadas por 38 estudiantes
universitarios de Biologia e Ingenieria en
Quimica Industrial de la Universidad Na-
cional en Costa Rica.

Resaltamos la concepcion dual obje-
to/proceso que atribuyeron los sujetos al li-
mite, pues aproximadamente en la mitad de
las respuestas lo sefialaron como objeto y en
mas de tres cuartas partes de las respuestas
lo sefialaron como proceso en la definicion,
esta concepcion dual que atribuyen los su-
jetos al limite también la evidencian en sus
estudios Fernandez-Plaza et al. (2013), Tall
(1980) y Sfard (1991).

Asimismo, aproximadamente en la
mitad de las respuestas los sujetos eviden-
cian la categoria descoordinacion general
de los procesos, en una cuarta parte mues-
tran la categoria coordinacion entre las va-
riables x e y, y en una décima parte la cate-
goria descoordinacién de los procesos en el
dominio de la funcién, y la categoria des-
coordinacién de los procesos en el rango de
la funcion.

Luego, en més de la mitad de las
respuestas los sujetos evidencian la ca-
tegoria términos de posicion relativa, en
aproximadamente una cuarta parte de las
respuestas, los sujetos evidencian las cate-
gorias condiciones de lateralidad y doble
convergencia, referencia a las variables x
e y, simbolos matematicos y notaciones, y
referencia a un sistema de representacion
grafico o geométrico.
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Finalmente, cerca de una décima par-
te de las respuestas de los sujetos resaltan
las categorias vinculacién entre limite e
imagen, propiedades matemadticas, aspec-
tos estructurales de no alcanzabilidad, y as-
pectos estructurales de alcanzabilidad y no
rebasabilidad.

Una de las concepciones que manifes-
taron los estudiantes, aunque en menor me-
dida, fue la del limite como nocién inalcan-
zable, en lo cual se coincide con Williams
(1991) y con Cornu (2002). Asimismo, un
nimero pequefio de estudiantes evidencia-
ron una concepcion de alcanzabilidad y no
rebasabilidad del limite, asi se concuerda
con Fernandez-Plaza et al. (2013).
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