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Resumen ()

El objetivo de este estudio es caracterizar el conocimiento de profesores de matematicas en formacién
inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica sobre aspectos légico-sintacticos y matemdticos de
la demostracién, al evaluar argumentos matematicos. La investigacién se posiciona en el paradigma
interpretativo y tiene un enfoque cualitativo. Consta de dos fases empiricas: en la primera, se aplicé un
cuestionario sobre los aspectos Idgico-sintacticos a 25 sujetos, durante los meses de setiembre y octubre
de 2018y, en la segunda, un cuestionario sobre los aspectos matematicos a 19 sujetos, durante los meses
de mayo y junio de 2019. Para el andlisis de la informacion, se propusieron indicadores de conocimientos,
entendidos como frases para determinar evidencias de conocimientos en las respuestas de los sujetos.
Se aprecié que la gran mayoria de los futuros profesores de matematicas evidencian conocimiento para
discriminar cudndo un argumento matematico corresponde o no a una demostracién en virtud de los
aspectos l6gicos y sintdcticos, y de elementos matematicos asociados a proposiciones con la estructura de
la implicacién universal. En general, brindaron mayores evidencias de conocimiento sobre los aspectos
l6gico-sintdcticos que sobre los aspectos matematicos. Concretamente, evidenciaron que un caso particular
0 la prueba de la proposicién reciproca no demuestra el resultado; asimismo, evidenciaron conocimiento
sobre lademostracion directa e indirecta de la implicacion universal. En el caso de los aspectos matematicos
considerados como las hipdtesis, los axiomas, las definiciones y los teoremas, se aprecid que podrian tener
diferentes niveles de dificultades para comprender una demostracion.

Palabras clave: Conocimiento del profesor de matematicas; demostracién matematica; formacion inicial
de profesores de mateméticas.
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Abstract

The objective of this study is to characterize the knowledge of mathematics teachers in initial training
(MTITs) at the Universidad Nacional (Costa Rica) on the logic-syntactic and mathematical aspects involved in
proving, when evaluating mathematical arguments. The research is positioned in the interpretive paradigm
and has a qualitative approach. It consists of two empirical phases: in the first, a questionnaire regarding
logic-syntactic aspects was applied to 25 subjects, during the months of September and October 2018 and;
in the second phase, a second questionnaire covering mathematical aspects was applied to 19 subjects,
during the months of May and June 2019. For the analysis of the information, knowledge indicators were
proposed. Knowledge indicators are understood as phrases to determine evidence of knowledge in the
responses of the subjects. It was appreciated that the vast majority of future mathematics teachers show
knowledge to discriminate when a mathematical argument corresponds or not to a proof by virtue of the
logicand syntactic aspects, and of mathematical elements associated with propositions with the structure of
universal implication. In general, subjects displayed greater evidence of knowledge on the logic-syntactic
aspects than on the mathematical aspects. Specifically, they evidenced that consideration of a particular
case or the proof of the reciprocal proposition does not prove the result; likewise, subjects evidenced
knowledge about the direct and indirect proof of the universal implication. In the case of the mathematical
aspects considered as hypotheses, axioms, definitions and theorems, it was appreciated that subjects could
have different levels of difficulties to understand a proof.

Keywords: mathematics teacher's knowledge; mathematical proof; mathematics teachers in initial training.
Resumo

Este estudo teve como objetivo caracterizar o conhecimento de professores de matematicas em formacéo
inicial na Universidade Nacional da Costa Rica sobre aspectos Idgico-sintaticos e matematicos da
demonstragdoao avaliarargumentos matematicos. A pesquisa estd posicionada no paradigma interpretativo
e tem um enfoque qualitativo. Consiste em duas fases empiricas: na primeira foi aplicado um questionario
sobre os aspectos I6gico-sintaticos a 25 sujeitos, durante os meses de setembro e outubro de 2018 e, na
segunda, um questiondrio sobre os aspectos matematicos a 19 sujeitos, durante os meses de maio e junho
de 2019. Para a analise das informagdes foram estabelecidos indicadores de conhecimentos, entendidos
como frases para determinar evidéncias de conhecimentos nas respostas dos sujeitos. Constatou-se que a
grande maioria dos futuros professores de matematicas evidencia conhecimento para discriminar quando
um argumento matematico corresponde ou ndo a uma demonstragao em fun¢do dos aspectos légicos e
sintaticos, e de elementos matematicos associados as proposicdes com a estrutura da implicagao universal.
Em geral, foram fornecidos maiores evidéncias de conhecimento sobre os aspectos dgico-sintaticos do
que sobre os aspectos matematicos. Concretamente, evidenciaram que um caso particular ou a prova da
proposicao reciproca ndo demonstra o resultado; da mesma forma, evidenciaram conhecimento sobre a
demonstragdo direta e indireta da implicacdo universal. No caso dos aspectos mateméticos considerados
como as hipdteses, os axiomas, as definicdes e os teoremas, percebe-se que poderiam ter diferentes niveis
de dificuldades para compreender uma demonstracéo.

Palavras-chave: Conhecimento do professor de matematica; demonstracdo matematica; formacéo inicial
de professores de matematicas.
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Introduccion

La demostracion es relevante en las
matematicas y en la matematica escolar.
En las matematicas, el descubrimiento y
la demostracion de nuevos teoremas se
encuentran en el nivel mas elevado de la
investigacion, sin embargo, no existe una
definicion general aceptada por toda la co-
munidad matematica. En general, existen
dos conceptualizaciones principales, una
cercana a la légica que la considera como
una secuencia de proposiciones matemati-
cas y otra cercana a la practica de los ma-
tematicos, en donde tienen mas relevancia
los aspectos semanticos e informales, y la
considera mas como un argumento para
convencer a expertos de la validez de un
teorema enfatizando en la explicacion de la
veracidad (Cabassut et al., 2012; Hanna y
De Villiers, 2012; Tall et al., 2012).

En la matemadtica escolar también
existe el debate entre los aspectos 16gi-
co-sintdcticos y semdanticos de la demos-
tracion. En algunos paises, aparece en el
curriculo como un contenido explicito de
enseflanza y en otros como un estandar de
proceso que debe abordarse en los diferen-
tes temas. Existe consenso a nivel interna-
cional sobre su importancia en la formacion
de estudiantes en todos los niveles educati-
vos, ya que favorece la comprension sobre
las matematicas y los procesos para desarro-
llar, establecer y comunicar el conocimiento
matematico. Particularmente, se aboga por
proponer tareas a los alumnos en las que la
exploracion, validacion e interpretacion ge-
neren la necesidad de comprender, ademas,
se considera importante que se enfrenten
a resultados inesperados, con ambigiieda-
des y contradicciones que provoquen en
ellos la necesidad de demostrar (Cabassut
et al., 2012; Durand-Guerrier et al., 2012a;
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Mariotti, 2006; NCTM, 2003; Stylianides,
2007; Stylianides et al., 2017; Zaslavsky et
al., 2012).

En el caso de la educacion secundaria
de Costa Rica, el curriculo matematico con-
sidera el proceso de “razonar y argumentar”
en los estudiantes. La demostracion es con-
siderada como una fase formal de la argu-
mentacion y tiene un papel relevante en la
formulacion de conjeturas (Ministerio de
Educacion Publica, 2012).

Para el abordaje de la demostracion
matematica en un curriculo de la educacion
secundaria, como contenido o como proce-
so, la misma debe ser parte del conocimien-
to requerido por el profesor de matematicas
para su desempefio profesional. Ademas
de conocer los contenidos y sus relaciones,
debe saber como se producen el conocimien-
to matematico y las reglas sintacticas de la
disciplina (Flores-Medrano et al., 2016). En
el caso de la demostracion matematica debe
tener un conocimiento especifico que con-
templa saber sobre su naturaleza, sobre los
aspectos logicos y sintacticos y; sobre los
aspectos matematicos, ademas del conoci-
miento sobre sus funciones en las matema-
ticas. Asimismo, se incluye el conocimiento
pedagdgico especifico para la ensefanza de
la demostracion que refiere al conocimiento
de todos los elementos que posibilitan su en-
sefianza en la matematica escolar (Buchbin-
der y McCrone, 2018; Cabassut et al., 2012;
Durand-Guerrier et al., 2012b; Knuth, 2002;
Linetal.,2012; Lo y McCrory, 2009; Pietro-
paolo y Campos, 2009; Tabach et al., 2009).

No obstante, en algunas investigacio-
nes se ha detectado que profesores de ma-
tematicas tienen concepciones complejas y
distintas sobre la demostracion (Montoro,
2007). Ellos manifiestan que su importancia
en las matematicas (Ayalon y Even, 2008;
Ramos et al., 2015; Viseu et al., 2017), sin
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embargo, tienen puntos de vista diferentes
sobre su papel en la matematica escolar
(Crespo y Ponteville, 2005; Ramos et al.,
2015). Asimismo, algunos profesores evi-
dencian una vision reducida sobre la natu-
raleza de la demostracion, deficiencias en
el conocimiento matematico involucrado
(Martinez-Recio, 1999; Knuth, 2002; Vica-
rio y Carrillo, 2005), presentan argumentos
empiricos como si fuesen demostraciones
(Flores, 2007; Stylianides y Stylianides,
2009) y basan su conviccion en entes exter-
nos mas que en su propio conocimiento (Lin
etal., 2012).

En esta linea, el objetivo de este es-
tudio es caracterizar el conocimiento de
los profesores de matematicas en forma-
cidn inicial en la carrera de Ensefianza de
la Matematica de la Universidad Nacional
en Costa Rica (UNA) sobre la practica ma-
tematica de la demostracion. Puesto que
el conocimiento sobre la demostracion
puede abarcar varios componentes, y los
sujetos de investigacion estan finalizan-
do su programa formativo y, por lo tanto,
tienen poca experiencia profesional, esta
investigacion se delimit6 al “conocimien-
to matematico”. Concretamente, al cono-
cimiento sobre los aspectos logico-sintac-
ticos y matemadticos en la evaluacion de
argumentos matematicos.

Este trabajo se enmarca dentro de la
linea de investigacion de formacion de pro-
fesores de matematicas. Esta forma parte del
grupo de investigacion FQM 193. Didéctica
de la Matemadtica. Pensamiento Numérico.
Especificamente, en el conocimiento mate-
matico de los profesores de matematicas en
formacion inicial sobre la practica matema-
tica de la demostracion para su desempeio
profesional. Da un aporte a la investigacion
en este tema al brindar insumos que pueden
favorecer el abordaje de la demostracion
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matematica en el plan de formacion inicial
del profesorado de matematicas en la Uni-
versidad Nacional en Costa Rica y en otros
planes de formacion inicial similares y, rea-
liza una contribucion teodrica en la construc-
cion de componentes para estudiar conoci-
miento sobre la demostracion matematica,
en particular, con indicadores de conoci-
miento sobre los aspectos 16gico-sintacticos
y matematicos sobre esta.

Marco teorico

El estudio del conocimiento profesio-
nal del profesor de matematicas es un foco
de interés en la investigacion en Educacion
Matematica. En la década de los ochen-
ta destacan los trabajos de Elbaz (1983) y
Shulman (1986), las investigaciones del
International Group for the Psychology of
Mathematics Education (IGPME) (Ponte y
Chapman, 20006), las perspectivas tedricas
sobre el conocimiento y las creencias en la
ensefanza y en el desempefio profesional
del profesor de matematicas en The Han-
dbook of Mathematics Teacher Education
(Sullivan & Wood, 2008).

Para estudiar el conocimiento espe-
cializado del profesor de matematica sobre
la demostracion, el interés se centra en el co-
nocimiento sobre el quehacer matematico,
es decir, en la forma en la que se produce el
conocimiento en las matematicas (Carrillo
et al., 2018; Flores-Medrano et al., 2016).
Por lo tanto, para realizar esta investigacion
se consider6 pertinente contar con un mode-
lo tedrico de conocimiento del profesor de
matematica que incluya a la demostracion
dentro de sus categorias. El modelo Mathe-
matics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK) considera a este conocimiento del
profesor de matematicas como parte del co-
nocimiento matematico y le ha asignado un
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subdominio dentro de él, llamado Knowled-
ge of Practices in Mathematics (KPM) (Ca-
rrillo et al., 2018).

El modelo considera un enfoque ana-
litico con el propdsito de obtener informa-
cion sobre el conocimiento del profesor,
particularmente sobre los elementos que lo
componen y sus interacciones. Para ello, se
consideran dos dominios: (1) el conocimien-
to matemdatico'y (2) el conocimiento pedago-
gico del contenido (Carrillo et al., 2018). El
objeto de la prdctica en el contexto de esta
investigacion, son las matematicas mismas y,
por lo tanto, el interés se centra en su funcio-
namiento y no en el proceso de su enseflanza.
Se entiende a la prdctica matematica en el
sentido que indican Carrillo ef al. (2018), es
decir, como cualquier actividad matematica
que se realice de manera sistematica, que sea
fundamental en la creacion del conocimiento
matematico y que posea una base logica que
permita la extraccion de reglas.

Segtin Carrillo et al. (2018), la “prac-
tica matematica” (KPM) puede ser general o
especifica a un tema. La “practica matemati-
ca” general hace referencia al conocimiento
del profesor sobre la forma como se desa-
rrollan las matematicas de manera genérica
e independientemente de los temas particu-
lares. La “practica matematica especifica” es
un caso particular de la “préactica matematica
(KPM)” y esta asociada a las particularida-
des del tema matematico en cuestion. En esta
investigacion, se considera que el conoci-
miento sobre los aspectos logicos y sintdc-
ticos de la demostracion es atendido por esta
practica matematica general ya que como lo
indican Carrillo ef al. (2018) incluye el cono-
cimiento del significado de las condiciones
necesarias y suficientes, del tipo de demos-
tracion para garantizar la veracidad de una
afirmacion matematica, las diversas practi-
cas argumentativas, entre otras. Asimismo,
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el conocimiento sobre los aspectos matema-
ticos de la demostracion estd considerado por
la practica matematica especifica, pues no
solo es requerido el conocimiento logico-sin-
tactico general, sino que también considera a
las matematicas involucradas en las proposi-
ciones y sus demostraciones.

Para caracterizar el conocimiento de
los profesores de matematicas en formacion
inicial en la Universidad Nacional en Costa
Rica sobre los aspectos l6gicos y sintacticos
de la demostracion, se han considerado tres
elementos de la validez logica que fueron
precisados con base en el analisis concep-
tual de la demostracion matematica (Alfaro,
Flores y Valverde, 2019): (1) el tipo de de-
mostracion, (2) el tipo de cuantificador y (3)
el tipo de conectiva logica. En el caso de los
aspectos matematicos de la demostracion,
se debe considerar que las teorias matemati-
cas son hipotéticas y estdn conformadas por
proposiciones de la forma “si—entonces” lo
que supone que la demostracion matematica
requiere rigor. Los axiomas, hipotesis, defi-
niciones y teoremas involucrados deben ser
entendidos y aplicados en sus significados
exactos (Cabassut ef al., 2012). En una teo-
ria formal o sistema matematico, se distin-
guen tres elementos fundamentales: (1) los
axiomas, (2) las definiciones y (3) los teore-
mas (Cabassut et al., 2012; Garrido, 1991,
Patterson, 1950; Roberts,2010).

Metodologia

Este trabajo se posiciona en el paradig-
ma interpretativo y tiene un enfoque cualita-
tivo debido a que interesa la interpretacion
de los significados que los sujetos atribuyen
a sus acciones (Bryman, 2012; Cohen, Ma-
nion y Morrison, 2007; Rodriguez, 2003;
Sandin, 2003). Consta de dos fases empiri-
cas para caracterizar el conocimiento de los
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profesores de matematicas en formacion ini-
cial en la Universidad Nacional sobre: (1) los
aspectos logicos y sintacticos de la demos-
tracion matematica, que corresponden a la
“validez logica” de la demostracion mate-
matica y (2) los aspectos matematicos de la
demostracion, que corresponde a la “validez
matematica” de la demostracion.

La carrera de formacion de profesores
de matematicas de la Universidad Nacional
es compartida, la Escuela de Matematica
ofrece el componente matematico y la Di-
vision de Educologia brinda el componen-
te pedagogico. Otorga el grado académico
de Bachillerato con una duracién de cuatro
afios y el de Licenciatura que consta de tres
semestres adicionales y la elaboracion de
un trabajo final de graduacion. En la fase
1, participaron 25 sujetos, 18 matriculados
en el cuarto aflo de la carrera y se les llamo
Grupo de Bachillerato (GB) y 7 matricula-
dos el quinto afo y se les llamé Grupo de Li-
cenciatura (GL). Ambos grupos constituye-
ron la totalidad de la poblacion matriculada
y activa en esos niveles durante el segundo
semestre de 2018. En la fase 2, participaron
19 sujetos, 12 matriculados en el cuarto ano
(GB) y 7 matriculados en el quinto (GL), de
igual forma, ambos grupos correspondian
a la totalidad del estudiantado matriculado
y activo en esos niveles durante el primer
semestre de 2019. De los 12 sujetos matri-
culados en el cuarto afio, 11 participaron en
la fase 1. Los 7 sujetos matriculados en el
quinto afio eran los mismos que participaron
en la fase 1. Los sujetos fueron codificados
empleando la letra “E” para indicar que era
estudiante; la letra “B” para indicar que era
de Bachillerato o la letra “L” para indicar
que era de Licenciatura; la letra “H” para
indicar que era hombre y la letra “M” para
indicar que era mujer y; los nameros del 01
al 19 para los de Bachillerato y de 01 al 07
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para los de Licenciatura. Todos los sujetos
de investigacion han aprobado los cursos
del plan de estudios de la carrera mostrando
su destreza en la demostracion de proposi-
ciones matematicas.

Recoleccion de la informacion

Para la recoleccion de la informacion
de las fases 1 y 2, se elaboraron dos cues-
tionarios respectivamente. El cuestionario
1 denominado “validez l6gica en la evalua-
cioén de argumentos matematicos” se aplico
en setiembre y octubre de 2018 y el cues-
tionario 2 llamado “validez matematica en
la evaluacién de argumentos matematicos”
se aplico en los meses de mayo y junio de
2019, ambos con una duraciéon aproximada
de una hora. En cada caso, los sujetos los
completaron de forma individual en los ho-
rarios asignados a los cursos matriculados.
Previo a su aplicacion, fueron revisados por
tres especialistas en Educacion Matema-
tica quienes se eligieron por su formacion
en matematicas y en didactica de las mate-
maticas, ademds de su amplio conocimien-
to del contexto formativo de los sujetos de
investigacion.

En la construccion de ambos cuestio-
narios se tomaron en cuenta elementos del
marco teodrico sobre el conocimiento de la
validez l6gica y matematica de la demostra-
cion. En el caso del cuestionario 1, los suje-
tos de investigacion debian evaluar la forma
de proceder en la demostracion de la propo-
sicion P: Cualquier numero real satisface
que, si es positivo, entonces la suma de este
v su inverso multiplicativo es mayor o igual
a dos (Winicki-Landman, 1998). Dicha pro-
posicion fue empleada por Knuth (2002) en
su investigacion con 16 profesores de mate-
maticas en donde les planted un argumen-
to que demostraba el predicado reciproco.
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En el cuestionario 1, ademas del argumento
sobre el reciproco, se incluyeron tres argu-
mentos adicionales, uno considera un caso
particular y otros dos presentan una demos-
tracion directa y por reduccion al absurdo.
De esta manera, el cuestionario consta de
cuatro tareas. Ademas, se indico la veraci-
dad de dicha proposicion. En la Tabla 1, se
muestra cada uno de los argumentos mate-
maticos presentados en las tareas.

El cuestionario 2 consta de cuatro
tareas. En cada una de ellas se presenta
una proposicidn matematica y un argu-
mento matematico para garantizar su va-
lidez. Los tres primeros tienen errores en
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los aspectos matematicos, especificamen-
te, en el primero se hace un uso inade-
cuado de la “hipotesis” de la proposicion
matematica, en el segundo, el uso inco-
rrecto de un “axioma” y en el tercero, el
uso incorrecto de las “definiciones”. En el
cuarto, se emplean todos estos elementos
de manera correcta. En el caso de que de-
tectaran errores, debian indicar qué mo-
dificaciones harian al argumento para que
sea una demostracion matematica. En la
Tabla 2, se muestra cada una de las pro-
posiciones matematicas y los argumentos
matematicos presentados en las tareas.

Tabla 1. Argumentos matematicos de las tareas del cuestionario 1

Tarea

Argumento matemético

Tarea 1:
Demostracion de
un caso particular

Considere el numero real (2 — v3). Es claro que (2 — v3) > 0. Ademas, (2 —vV3) +

1 (=3 41 _ 4-av3+3+1 _ 4(2—V3E) _ 4
(2-v3) ~  2-v3  2-v3  2-v3
Puesto que es verdadero que 4 > 2 entonces se garantiza la validez de la proposicion P.

Tarea 2: Considere un numero real cualquiera x. Supoéngase verdadero que la suma de este
i0 . T . . 1
Der’nostraclon del y su inverso multiplicativo es mayor o 1gual a dos, es decir que (x + —) = 2. Luego,
reciproco a1
> 2y de esta manera se tiene que —— — 2 > 0. Al efectuar la resta en el lado
1zqulerdo de la desigualdad se obtlene que s y ordenando y factorizando el
numerador de la fraccion se sigue que “> 0. Como &2 > 0 es cierto y ademas,
(x — 1)’ > 0 también es verdadero, se Concluye que x > 0. En consecuencia la propo-
sicion P es verdadera.
Tarea 3: Considere un nimero real cualquiera x. Supdngase verdadero que el nimero

Demostracion di-
recta de la implica-
cion universal

es positivo, es decir que x > 0. Se debe garantizar que la suma de este y su in-

verso multiplicativo es mayor o igual a dos, es decir que (x + i) > 2. En efecto,

2
x+l_2= x°+1 _2=x2+1—2x=x2—2x+1 (x— 1)2
X X x x

y ademés, x > 0 entonces es cierto que <=2

. Como (x — 1)>> 0 es verdadera
®> 0. De este modo, es verdadero que

(x o= 2) = 0y asi, necesariamente, se cumple que (x + ;) = 2 es verdadero, como se
queria demostrar. En consecuencia, la proposicion P es verdadera.

Tarea 4:
Demostracion por
reduccion al absur-
do de la implica-
cion universal

Supdngase que existe un nimero real x que satisface que es positivo y que la
suma de este y su inverso multiplicativo es menor a dos, es decir que, x >0y

x%+1

_2=

(x +1) < 2. Luego se tiene que (x +1— 2) <. Por otro lado, x +1— 2=
X

x2+1-2x x2—2x+1 (x—l) (x—

—. En consecuencia — “ <0 y como x > 0 necesariamente
debe cumphrse que (x — 1)*> < 0. Puesto que es verdadero que (x — 1)?> > 0 entonces, la
proposicion (x — 1)2 <0 A (x — 1)> > 0) es verdadera, no obstante, se tiene certeza de
que es falsa. En consecuencia, la proposicion P es verdadera.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Tabla 2. Proposiciones y argumentos matematicos de las tareas del cuestionario 2
Tarea y Proposicién Argumento matematico
matematica
Tarea 1: el uso parcial de  Supongase que se tienen a, b, ¢ € R tales que a # 0 y (b> — 4ac) > 0. Se debe
la hipétesis sobre el discri- demostrar que 3x € R (ax® + bx + ¢ = 0). En efecto, considérese el nimero

minante no negativo b 5 —p\2 -b
P1:Sia b, c € R sontales realx =——. Luego X tbhx+c= a(ﬂ) +b(§)+c =

?— > b2 b2 b2-2b%+4 —(b2-4 L )
duear 9y 4acz 20 L+c= ac _ ac). Por hipotesis se tiene que (b? — 4ac)
entonces 3X € R (ax*+bx 24 24 4a 4a i S .
Fe=0) > 0 por lo tanto, se puede suponer en particular que (b* — 4ac) = 0y de esta
c=0).
-(b%-4ac -0 b
manera ax® + bx + ¢ = % = - = 0. Luego, el numero real ¥ = ——

satisface la existencia.
Tarea 2: el uso indebido  Supdngase que se tienen m, n € Z tales que m divide a n y viceversa. Se debe
del axioma de la existencia demostrar que |m| = |n|. En efecto, como m divide a n y viceversa, entonces,
del inverso multiplicativo  existen dos nimeros enteros p, g tales que (1) m=n-py (2) n =m - q. Sus-
P2: Sim, n € Z son tales tituyendo (1) en (2) se sigue que n = (n - p) - q y de este modo multiplicando
que m divide a n y vicever-  a ambos lados de la igualdad por n' se tiene que p - ¢ = 1. Como p y g son
sa, entonces|m| = |n|. numeros enteros se tiene quep=g=10p=¢g=-1.Sip=q=1 entonces
sustituyendo en (1) se tiene que m = n y en consecuencia |[m|=|n|. Sip=q =
1 por ende, sustituyendo en (1) se tiene que m = n 'y en consecuencia |m| = |n|.
En cualquier caso, se garantiza que |m| = |n|.
Tarea 3: el uso indebido de Supongase que se tienen m, n € Z tales que tales que m y n son nimeros impa-
las definiciones de nimero res. Se debe demostrar que m + 1 es un nimero par. En efecto, como m y n son

entero par e impar numeros impares, entonces, de acuerdo a la definicion de nimeros impares se
Sim, n € Z son tales que m  sigue que existen dos nimeros enteros p, ¢ tales que (1) 2m+ 1 =py (2)2n+1
y 7 son niimeros impares, =g.Luego 2m + 1)+ (2n+ 1) = p + q y de esta manera se sigue que 2m + 2n 2
entonces m + n es un nume- = p + g, es decir que, 2(m +n)=p+q-2.Seaj=p+g—-2ycomop, q, 2 € Z
1o par. entonces j € Z. De esta manera 2(m + n) =j conj € Z lo que segun la definicion

de niimero par, garantiza que el numero m + n es un numero par.
Tarea 4: el uso adecuado  Supongase que se tiene un tridangulo cualquiera A4BC en la geometria eucli-
de hipétesis, axiomas, de- diana. Se debe demostrar que la suma de las medidas de sus angulos internos
finiciones y teoremas en la es 180 grados, es decir, que mzA4 + msB + m«C = 180°. En efecto, como el
demostracion del teorema punto B no pertenece a la recta AC entonces, en virtud del postulado de las
de la suma de las medidas &ralelas, existe y es unica la recta L que contiene a By es paralela a la recta
de los angulos internos de  AC. Considérese la siguiente figura en la que se muestra lo anterior:
un triangulo en la Geome-

tria Euclidiana :
En cualquier triangulo en
la geometria euclidiana la R .

suma de las medidas de los
angulos internos de un trian-
gulo es 180 grados. Es decir,
dado cualquier triangulo
AABC, se cumple que mzA
+msB+msC=180°

Sean D y E dos puntos de la recta L tales que D — B — E y los puntos A y D del
mismo lado de la recta BC. Como el punto A esta en el interior del angulo £
DBC, se sigue que m£DBC = ms£DBA + msABC .Ademés, meDBC + msCBE
=180°, pues los dos angulos forman un par lineal. De esta manera se tiene que m
2DBA+ mtABC m£CBE =180° (*) Por otro lado, m£DBA = m£BAC pues los
angulos son alternos internos entre paralelas. Ademas, m£CBE = m£BAC por
ser también alternos internos entre paralelas. Al sustituir en (*) se obtiene que m
£BAC+ msABC + msBAC =180° lo que equivale a mzA + msB +msC = 180°.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Aspectos metodologicos del analisis particular, (2) demostracion del reciproco,
de la informacion (3) demostracion directa de la implicacion
universal y (4) demostracion por reduccion
al absurdo de la implicacioén universal. Con
base en el estudio de cada uno de los cuatro
argumentos, se generaron los indicadores
de conocimientos que son frases para deter-
minar evidencias de conocimientos en las
respuestas de los sujetos. En la Tabla 3 se
presentan tales indicadores.

A cada sujeto se le revisaron exhaus-
tivamente sus respuestas, de manera que se
asignaba con 1 o 0 la presencia o ausencia
respectivamente de los indicadores de cono-
cimiento definidos. Ademas, se registraron
las respuestas que no pudieron ser clasifica-
das por tales indicadores y una sintesis de
tales respuestas. A continuacion, se ilustra

En el analisis de la informacion de los
dos cuestionarios se emple6 el analisis de con-
tenido que es una técnica cientifica de inves-
tigacion para hacer inferencias replicables y
validas de textos (u otra materia significativa)
a los contextos de su uso (Cohen, Manion, y
Morrison, 2007; Krippendorff, 2004).

Para analizar las respuestas de los su-
jetos en el cuestionario 1, se considerd la
estructura sintactica de la proposicion dada
y en cada argumento se hizo un andlisis a
priori de los elementos de conocimiento so-
bre la validez logica que se podian estudiar.
Con base en lo anterior, se consideraron cua-
tro categorias: (1) demostracion de un caso

Tabla 3. Indicadores de conocimiento generados para la implicacion universal del cuestionario 1

Tareas Indicadores de conocimiento generados
TAREA 1 Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se consi-
Argumento 1: demostracion dera un caso particular.
de un caso particular.
TAREA 2 Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se consi-
Argumento 2: demostracion dera el reciproco del predicado, es decir, se supone verdadero el consecuente
del reciproco.

(x + i) > 2y se garantiza la veracidad del antecedente x > 0.

TAREA 3 Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario del universo R.
Argumento 3: demostracion Manifiesta que debe suponerse que el antecedente x > 0 es una proposicion
directa de la implicacion verdadera.

universal.

. . 1
Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente (x + ;) = 2 es una pro-
posicion verdadera con base en el antecedente x > 0.y en la teoria matemati-
ca en donde estan insertas ambas proposiciones.

Manifiesta que la propiedad x > 0 = (x + i) > 2 se satisface para todos los
elementos del conjunto universo R en virtud de que se habia validado para
un elemento arbitrario.
TAREA 4 Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicion dada y
Argumento 4: demostracion

por reduccion al absurdo de )
la implicacién universal. Manifiesta que se debe demostrar que =vx € R (x >0= (x + ;) = 2) = Fyen

donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria, en este caso F|, es
la contradiccion ((x — 1)> <0 A (x — 1)>> 0).

. ..y X241
que es equivalente a la proposicion 3x € R [x >0A ( - ) < 2],

Manifiesta que una vez garantizada F, entonces -Vx € R (x >0= (x + i) = 2)

debe ser falsa y que en consecuencia Vx € R (x >0> (x + i) > 2) debe ser
verdadera.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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con un caso particular el procedimiento se-
guido para la codificacion de las respuestas
de los sujetos que dieron lugar a los resul-
tados. Para ello, se presentan las respuestas
del sujeto EBM12 en las tareas 1 y 2.

Con base en el analisis de la Figura 1,
se tiene que el sujeto evidencia en su respues-
ta el indicador de conocimiento definido para
la tarea 1 (ver tabla 3): “que el argumento no
es una demostracion debido a que se consi-
dera un caso particular”, por lo tanto, para
este sujeto se asigna un 1 a este indicador.

Con base en el analisis de la Figu-
ra 2, se tiene que el sujeto evidencia en su

TAREA 1

P: Cualquicr niimero real que. 57 ox posit
multiplicative es mayor o igual a dos.

ta suma de este y su inverso
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respuesta el indicador de conocimiento de-
finido para la tarea 2 (ver tabla 3): “que el
argumento no es una demostracion debido a
que se considera el reciproco del predicado,
es decir, se supone verdadero el consecuen-

te (x + i) > 2) y se garantiza la veracidad del
antecedente x > 07, por lo tanto, para este
sujeto se asigna un 1 a este indicador.

Para analizar las respuestas de los su-
jetos en el cuestionario 2, se establecieron
cuatro categorias con base en los elementos
sobre la validez matematica planteados en
el marco teodrico: “(1) el uso parcial de la
hipotesis sobre el discriminante no negati-
vo” presente en la ta-
rea 1, “(2) el uso inde-
bido del axioma de la

Considere el nimero real (2 — /3 ). Es claro gque (2 — J3 ) = o.

2 ‘/Jail z
Ademss, (2 —J3 )+ ( ) 4—ayFT +3+1

(:'{'/‘?ﬁ’ 2—of3 2 5

4(2-J7)

Puesto gue es verdadero que 4 = 2 entonces sc garantiza la valider. de la proposicion P.

existencia del inverso
S multiplicativo”  pre-

(El argumento brindado en la tarea 1 corresponde a una demostracién matemdtica de Ia

proposicion 7
s6 NO <
Justificacién

Figura 1. Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 1

TAREA 2

: Cwatquier nimere real satisface que, si es positive, entonces la suma de exte y su inverse

multiplicative es mayor o igual a dox.

sente en la tarea 2, “(3)
el uso indebido de las
definiciones de nime-
, ot N ro entero par e impar”
il Ais. gl presente en la tarea 3
y “(4) el uso adecuado
de hipdtesis, axiomas,
definiciones y teore-
mas en la demostra-
cion del teorema de la

(

1)
phicativo es mayor o igual a dos, e decir gque (& + — | > 2
L x

. 2
x* &1 a x* 41
Luego, = 2 y de cata maners se Gene que 2=0

(
notorizando ol numersdos de la fracck sigue que

x
que x = 0. Ho consecuencia la proposicion I* es verdaders

un ndmero real cuslguierna x. SupSngase verdsdero que la suma de este y su

Al efectuar 1o restn en el lado lzguierdo de s desigunidad se obliene gque

» 0 es ciento y ademis, (x - 1)7 = 0 tunbién os verdadero, se concluye

suma de las medidas
de los dngulos internos
de un tridangulo en la
geometria euclidiana”
presente en la tarea 4.
Para cada una de

LEl argumento brindado en In twrea 2 corr
proposicicn 7

si NO

Justificackén

Figura 2. Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 2

exponde # una demostracion matemdtica de Ia

las tareas, los inves-
tigadores analizamos
a priori los elementos
matematicos que consi-
deramos que se podrian
tomar en cuenta en la
evaluacion de los argu-
mentos involucrados.
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Se ilustra este proceso en la primera tarea,
en donde el argumento no es una demostra-
cién matematica debido a que se emplea de
forma parcial la hipotesis del discriminante
no negativo (b* — 4ac) > 0 al suponer que b*
—4ac = 0. Con base en esto, se plante6 un
indicador de conocimiento para la explica-
cion de que el argumento no es una demos-
tracion matematica, a saber: “Manifiesta que
el argumento no es una demostracion debido
a que se usa parcialmente la hipotesis (b* —
4ac) > 0”. Para realizar la modificacion al
argumento para que sea una demostracion,
se consider6 que debe emplearse la hipotesis
(b* — 4ac) > 0 y con base en ella exhibir al
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menos uno de los siguientes nimeros reales

—-b+Vb2-4ac —-b—Vb2-4ac
x=————o0x=——"—— en la correc-

cion. Por lo tanto, se plantearon dos indica-
dores de conocimiento: “Manifiesta que debe
considerarse la hipotesis (b*> — 4ac) > 0 en la
correccion del argumento, pero no exhibe
ninguno de los nlimeros reales que cumplen
la existencia” y “Manifiesta que debe consi-
derarse la hipotesis (b? — 4ac) > 0 para exhibir

, -b+Vb2-4ac
alguno de los nimeros reales x = ————o0
—-b—Vb%—-4ac .,
x = ———— en la correccion del argumen-

to”. En la Tabla 4 se presentan los indicado-
res de conocimientos elaborados para las ta-
reas del cuestionario 2.

Tabla 4. Indicadores de conocimiento generados para las categorias de andlisis del
cuestionario 2

Tareas

Indicadores de conocimiento generados

TAREA 1

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se

Argumento 1: uso parcial dela  usa parcialmente la hipotesis (b? — 4ac) = 0.
hipétesis sobre el discriminante  Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (b? — 4ac) = 0 en la co-

no negativo

rreccion del argumento pero no exhibe ninguno de los niimeros reales

que cumplen la existencia.
Manifiesta que debe considerarse la hipdtesis (b? — 4ac) = 0 para exhibir

alguno de los nimeros reales x =

—b+Vb2%-4ac _ —b—Vb?%-4ac
Tox—Tenlaco-

rreccion del argumento.

TAREA 2

Argumento 2: uso indebido
del axioma de la existencia del
inverso multiplicativo

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se
emplea de manera incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al
considerar al nimero real n! sin garantizarse que n # 0.

Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del argumen-

to: (1) cuando 7 # 0 y ahi emplear el axioma del inverso al multiplicar por
n!y (2) cuando n = 0 para deducir que m = 0 y por lo tanto |m| = |n].

TAREA 3
Argumento 3: uso indebido de

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se
usan de forma incorrecta las definiciones de nlimero par e impar.

las definiciones de nimero entero Manifiesta que la definiciéon de numero impar debe emplearse en la

par e impar

correccion del argumento para expresar que 2p + 1 =my2qg+1=n;y

la definicion de numero par para concluir que m + n=2j conj € Z.

TAREA 4
Argumento 4: demostracién

Manifiesta que la hip6tesis del teorema se considera un tridngulo cual-
quiera en la Geometria Euclidiana.

matematica correcta del teorema Manifiesta que se emplea el postulado de las paralelas en la geometria
de la suma de las medidas de los euclidiana en el argumento.
angulos internos de un tridangulo Manifiesta que se emplean definiciones matematicas en el argumento.

en la Geometria Euclidiana.

Manifiesta que se emplean teoremas matematicos en el argumento.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Para cada sujeto se hizo una revision
exhaustiva de sus respuestas de forma ana-
loga a como se hizo en el cuestionario 1. De
esta manera, se asignaba con 1 o 0 la pre-
sencia o ausencia respectivamente de los in-
dicadores de conocimiento definidos. Ade-
mas, se hizo un registro de las respuestas
que no pudieron ser clasificadas por tales in-
dicadores y una sintesis de tales respuestas.

Resultados

En este apartado se presentan los re-
sultados sobre el conocimiento de los pro-
fesores de matematicas en formacion inicial
en la evaluacion de argumentos matemati-
cos. En la primera seccion se consideran los
aspectos ldgico-sintacticos y en la segunda,
los matematicos.

Resultados de la fase empirica 1: el
conocimiento especializado sobre la
validez logica de la demostracion
matematica

Los resultados se presentan consi-
derando las cuatro categorias generadas al
evaluar argumentos matematicos para de-
mostrar la proposicion P: cualquier numero
real satisface que, si es positivo, entonces
la suma de este y su inverso multiplicativo
es mayor o igual a dos: (1) demostracion
de un caso particular, (2) demostracion del
reciproco, (3) demostracion directa de la
implicacion universal y (4) demostracion
por reduccion al absurdo de la implicacion
universal. En cada argumento se presenta
la cantidad de sujetos que lo consideraron
como una demostracion y que evidenciaron
en sus respuestas conocimiento de los indi-
cadores propuestos. Se presenta, ademas, y
cuando corresponda para cada argumento, la
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sintesis de las respuestas de los sujetos que
no fueron contempladas en los indicadores y
que evidencian conocimiento de los aspec-
tos logico-sintacticos de la demostracion.

Argumento 1: Demostracion de un
caso particular

En la evaluacion de este argumento, 23
sujetos de los 25 consideraron que no corres-
pondia a una demostracion matematica de la
proposicion dada y todos ellos evidenciaron
conocimiento de que esto obedecia a que el ar-
gumento consideraba un caso particular. Una
respuesta representativa es la siguiente:

» Al tratarse de una proposicion que apli-
ca a todos los elementos del conjunto
(R), no es posible demostrarla median-
te un ejemplo puntual con uno de los
elementos en particular, sino que debe
partirse tomando un elemento genérico
del conjunto que represente a cualquier
elemento del conjunto y probar con ¢l
que se satisface la propiedad (EBH10).

Un grupo de seis profesores conside-
r6 que el argumento seria una demostracion
matematica si la proposicion tuviera un
cuantificador existencial, lo que evidencia
conocimiento sobre cémo demostrar una
proposicioén con dicho cuantificador exhi-
biendo un elemento concreto del universo.
Una respuesta representativa es la siguiente:

» Se toma especificamente el nimero
(2—-+3) y la proposicion es para todo
namero, asi que el argumento es vali-
do para mostrar que existe uno que si lo
cumple (EBMO5).
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Argumento 2: Demostracion del
reciproco

En la evaluacion de este argumento,
23 sujetos de los 25 consideraron que no co-
rrespondia a una demostracion matematica
de la proposicion dada y 19 de ellos eviden-
ciaron conocimiento de que esto obedecia a
que el argumento consideraba el reciproco
del predicado. Algunas respuestas represen-
tativas son las siguientes:

» Porque la proposicion tiene una forma
de implicacion (P = Q) asi que debe su-
ponerse cierto el antecedente y probar
el consecuente, no al revés, puesto que
la estructura légica no es esa (EBH16).

» Pues la proposicion P es Vx € R((x > 0)
= (x + x!' > 2)) (expresada de manera
simbolica) y en el argumento dado, se de-
muestra el reciproco, es decir, Vx € R ((x
+x1>2)) = (x>0)) (ELMO07).

Argumento 3: Demostracion direc-
ta de la implicacion universal

En la evaluacion de este argumento,
22 sujetos de los 25 consideraron que corres-
pondia a una demostracion matematica de
la proposicion dada y todos ellos manifesta-
ron conocimiento. En la Tabla 5 se presenta
el namero de sujetos que dieron evidencia
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de los indicadores de conocimiento defini-
dos en sus respuestas para la demostracion
directa de la implicacion universal.

Como puede observarse en la tabla
anterior, la mayoria de los sujetos eviden-
cian conocimiento sobre la forma de pro-
ceder en la demostracion directa de la im-
plicacion universal, es decir, conocen que
debe suponerse verdadero el antecedente y,
posteriormente, debe garantizarse la vera-
cidad del consecuente. No obstante, muy
pocos sujetos hicieron referencia explicita
a la escogencia de un elemento arbitrario
del conjunto universo, que precisamente
es lo que avala la forma de proceder en la
demostracion directa de la implicacion.
Asimismo, ninguno de los sujetos expresé
la validez de la propiedad para todos los
elementos del conjunto universo en virtud
de que se garantizo para un elemento ge-
nérico. Algunas respuestas representativas
son las siguientes:

» Porque como la proposicion tiene for-
ma de implicacion, se supone que x >
0 como cierto y se debe verificar que
la suma del niimero y su inverso mul-
tiplicativo es cierto, justo como mues-
tra el recuadro. Ademas de que se hace
para un valor de x arbitrario, pero fijo
(EBH16).

Tabla 5. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la
demostracion directa de la implicacion universal

Indicadores de conocimiento Tarea 3
Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario del universo R. 8
Manifiesta que debe suponerse que el antecedente x > 0 es una proposicion verdadera. 20
20

. . 1 . ey
Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente (x + ;) = 2 es una proposicion

verdadera con base en el antecedente x > 0 y en la teoria matematica en donde estan

insertas ambas proposiciones.

Manifiesta que la propiedad x > 0 = (x + %) = 2 se satisface para todos los elementos del

conjunto universo R en virtud de que se habia validado para un elemento arbitrario.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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» Se inicia de forma correcta segun el
cuantificador dandose un elemento
cualquiera que sea real. Luego utiliza
la implicacién de manera correcta, con
la hipotesis de que x > 0 y menciona
el consecuente (lo que debe probar) lle-
gando a probarlo a partir de la opera-

cion x + i — 2 utilizada por convenien-
cia, ya sabiendo que la expresion que
es equivalente a ella es mayor o igual
a cero, asi ella también lo es y logra
probar el consecuente de la implicacion
(ELHO02).

Argumento 4: Demostracion por
reduccion al absurdo de la implica-
cion universal

En la evaluacion de este argumento,
21 sujetos de los 25 consideraron que co-
rrespondia a una demostracion matematica
de la proposicion dada y 16 de ellos mani-
festaron conocimiento de los tres indicado-
res propuestos. Ademas, hubo cuatro suje-
tos que afirmaron que el argumento era una
demostracion, aunque su respuesta no evi-
denci6 ningun indicador al igual que en los
cuatro sujetos que manifestaron que no era
una demostracion matematica.

En la Tabla 6 se presenta el nimero de
sujetos que dieron evidencia en sus respuestas
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de los indicadores de conocimiento definidos
para la demostracion por reduccion al absur-
do de la implicacion universal.

Algunas respuestas representativas de
los sujetos que evidenciaron conocimiento
son las siguientes:

» Esta si corresponde a una demostracion
de un para todo (V) o para cualquier nu-
mero real positivo, porque parte de la
suposicion de que exista un elemento
que no cumpla la proposicion y al llegar
a una contradiccion, no queda mas que
concluir que la proposicion es verdade-
ra (EBH17).

» Se esta partiendo del supuesto de que la
proposicion P es falsa y se esté llegando
a una contradiccion logica, esto conclu-
ye que la proposiciéon P no puede ser
falsa y de acuerdo con la Ley del medio
excluido la proposicion debe ser verda-
dera, correspondiendo a una demostra-
cion para la proposicion P (ELHO06).

Con base en los resultados presen-
tados en esta seccion, se aprecia que una
gran mayoria de los futuros profesores de
matematicas evidencian conocimiento para
discriminar si un argumento es o no de-
mostracion matematica de una propiedad
aritmética como la propuesta. Muestran

Tabla 6. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la
demostracion por reduccion al absurdo de la implicacion universal

Indicadores de conocimiento Tarea 3

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicion dada y que es 16

: s x2+1
equivalente a la proposicion 3x € lR[x >0A ( ) < 2].

X

. 1 16
Manifiesta que se debe demostrar que 7Vx € R (x >0= (x + ;) = 2) = Fy en donde F,
representa a cualquier afirmacion contradictoria, en este caso [ es la contradiccion ((x
—1P2<0A(x—-1)=0)

. . 1
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces VX € R(X >0= (X + ;) = 2) debe ser 16

. 1
falsa y que en consecuencia VX € R (x >0= (x + ;) = 2) debe ser verdadera.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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conocimiento para apreciar formas perver-
sas de justificar que no pueden considerarse
demostraciones, como la demostracion para
un caso particular, o la del teorema recipro-
co, asi como para reconocer cuando se han
realizado los pasos precisos para demostrar
la proposicion. No obstante, disminuye con-
siderablemente la cantidad de sujetos que
identifican los pasos cuando se plantea una
demostracion por reduccion al absurdo.

Resultados de la fase empirica 2: El co-
nocimiento especializado sobre la vali-
dez matematica de la demostracion

Los resultados se presentan conside-
rando las cuatro categorias definidas en esta
fase para analizar las respuestas de los suje-
tos de investigacion en torno a indicar si el
argumento correspondia a una demostracion
matematica de la proposicion dada, explicar
las razones de su escogencia y, en el caso de
que el argumento dado no correspondiera a
una demostracion matematica de la propo-
sicion dada, indicar cual o cuales modifica-
ciones harian al argumento matematico para
que lo sea. Para cada categoria se presenta la
cantidad de sujetos que consideraron al ar-
gumento propuesto como una demostracion
y que evidenciaron en sus respuestas cono-
cimiento de los indicadores propuestos. Se
presenta, ademads, y cuando corresponda, la
sintesis de las respuestas de los sujetos que
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no fueron contempladas en los indicadores y
que evidencian conocimiento de los aspectos
matematicos de la demostracion.

Categoria 1: El uso parcial de la hipo-
tesis sobre el discriminante no negativo

En la evaluacion de este argumento en
la tarea 1, 17 sujetos de los 19 consideraron
que no correspondia a una demostracion ma-
tematica de la proposicion dada y 15 de ellos
evidenciaron al menos uno de los indicado-
res de conocimiento definidos. Ademas, dos
sujetos afirmaron que el argumento era una
demostracion, pero no evidenciaron ninguin
indicador al igual que otros dos sujetos que
manifestaron que no era una demostracion
matematica. En la Tabla 7 se presenta el na-
mero de sujetos que dieron evidencia en sus
respuestas de los indicadores de conocimien-
to definidos para esta categoria.

Se presentan las respuestas repre-
sentativas de dos sujetos. Ambos ma-
nifestaron que el argumento no era una
demostracion debido al uso parcial de la
hipotesis, el sujeto ELHO6 completa su
apreciacion exhibiendo un nimero real
para satisfacer la existencia, lo que no
hace el sujeto EBM12:

» Explicacion: Unicamente demuestra
que la proposicién matematica es va-
lida para el caso cuando b* — 4ac = 0,

Tabla 7. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria
1: El uso parcial de la hipotesis sobre el discriminante no negativo

Indicadores de conocimiento Tarea 1
Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usa parcialmente 15
la hipétesis (b? — 4ac) > 0.
Manifiesta que debe considerarse la hipétesis (b* — 4ac) > 0 en la correccion del argu- 8

mento pero no exhibe ninguno de los niimeros reales que cumplen la existencia.
Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (5> — 4ac) > 0 para exhibir alguno de los

" —b+yb2%2-4 —b—/b2-4
nimeros reales x = — L ox= — ac

en la correccion del argumento.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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faltaria demostrarla para el caso cuando
(b* — 4ac) > 0. Utiliza un caso parti-
cular. Correccion: Para el caso cuando
(b* — 4ac) > 0. Basta considerar el nu-

—-b+Vb2—-4ac

mero real x = . . Luego
a

2
—b+\/bz—4ac) +b (—b+\/b2—4ac) te

2a

ax2+bx+c=a(

2a

bVb? — 4ac — b?
:ﬁzz(bz — 4ac — 2b\/b? —4ac+b2)+27aa+c
b? — 4ac — 2bVb?% — 4ac + b*>  bVb?% — 4ac — b?
= + +c
4a 2a
2b? — 4ac — 2bVb% —4ac  bVb? — 4ac — b?
= + +c
4a 2a
2(b? — 2ac — bVb? — 4ac) bVb2 —4dac — b?
= + +c
da 2a
b? — 2ac — bVb?% — 4ac + bVb? — 4ac — b? + 2ac
- 2a
_ 0
" 2a
=0
, , —b+Vb2—4ac .
Asi, el nimero real x = ——— satis-

2a

face la existencia (ELHO06).

» Explicacion: En la hipotesis dice que b?
—4ac > 0, pero cuando se hace la demos-
tracion solo se toma en cuenta el caso en
que b* — 4ac = 0 y no se toma en cuenta
cuando es mayor a cero, por lo cual, la
demostracion no esta del todo correc-
ta. Correccion: Tomaria los dos casos,
cuando »* — 4ac =0y cuando b* — 4ac >
0. Por lo que, faltard buscar un x € R que
cumpla el segundo caso (EBM12).
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Categoria 2: El uso indebido del
axioma de la existencia del inverso
multiplicativo

En este argumento, presente en la ta-
rea 2, Unicamente siete sujetos apreciaron
la cualidad abusiva del razonamiento, ma-
nifestando que no era una demostracion
matematica y de ellos cinco evidenciaron
la razon mediante alguno de los indicado-
res propuestos. En la Tabla 8 se presenta el
numero de sujetos que dieron evidencia en
sus respuestas de los indicadores de conoci-
miento definidos para esta categoria.

Como puede observarse en la tabla
anterior, cinco sujetos manifestaron que el
argumento no era una demostracion debi-
do al uso indebido del axioma del inverso
multiplicativo y de ellos, cuatro dieron evi-
dencia en la correccion del argumento de la
necesidad de considerar dos casos: cuando
n # 0y cuando n = 0. Se presentan las res-
puestas representativas de dos sujetos que
manifestaron que el argumento no era una
demostracion debido al uso indebido del
axioma del inverso multiplicativo, el sujeto
EBHO2 que en la correccion del argumento
hace referencia a la consideracion de casos
para utilizar el inverso multiplicativo y el
sujeto EBHO3 que no lo hace:

Tabla 8. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria
2: El uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo

Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se emplea de manera 5
incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al considerar al numero real #~! sin

garantizarse que n # 0.

Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del argumento: (1) cuan- 4
do n # 0 y ahi emplear el axioma del inverso al multiplicar por n™' y (2) cuando n =0

para deducir que m = 0 y por lo tanto |m| = |n].

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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» Explicacion: Porque se generaliza para
cualesquiera m, n € Z y parte de que m
divide a n y n divide a m, aunque si uno
de ellos es cero para que sean divisi-
bles uno con otro ambos deben ser cero.
Para evitar el n' el cual se indefine en el
caso que sea cero. Correccion: Tomado
n, m € Z — {0} Caso I como se realizo.
Por aparte Caso Il paran =0y m/n =
m/0 = mg=0,q € Z=0ycomo n/m =
nk=m, k€z=0k=m=m=0.Porlo
tanto |0| = |0|. Asi por caso 1 'y caso II |m|
= |n| (EBHO02).

» Explicacion: La demostracion le falta,
ya que se utiliza la definicion de que un
nimero sea divisible por otro de una
manera correcta, y todo el resto de los
pasos estan bien. Pero parece que si se
debe incluir el casosin=00m =0, ya
que en un paso se estd multiplicando a
ambos lados de la desigualdad por ',
pero es claro que # no va a ser 0, ya que
se contradeciria la hipotesis de que m/n
y n/m, pues m/0 y 0 X m. Lo mismo pa-
saria si m = 0. Para que se cumpla con
0, ambos m, n deben ser 0. Correccion:
Sim=0,n#0,n/0y0Xn ;! contradice
la hipotesis. Sin=0,m#0, m/0y 0 Xm
i! contradice la hipotesis. Sim =0y n =
0, 0/0 y 0/0, se cumple el teorema pues
|0] = |0] (EBHO03).

En cuanto a los 12 sujetos que mani-
festaron que el argumento era una demostra-
cién matematica, ninguno de ellos eviden-
ci6 algunos de los indicadores propuestos.
Sin embargo, tres de ellos hicieron referen-
cia en su explicacion al inverso multiplica-
tivo. El sujeto EBM11 plante6 que no era
necesario que n' fuese un numero entero,
pero sin precisar que su existencia no estaria
garantizada en el caso de que n fuera cero.
Los sujetos EBM05 y EBH16 manifestaron
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que n! existe cuando n es diferente a cero,
no obstante, evidenciaron un conocimiento
de la divisibilidad que implicaba que n era
diferente de cero. A continuacidn, se pre-
sentan las tres respuestas:

» Explicacion: No se necesita que el n™'
sea un numero entero, por ello no nos
afectaria en ningin momento. Ademas,
se parte de la definicion para concluir
con un valor de verdad (EBM11).

» Explicacion: Los argumentos estan co-
rrectos. Es claro que si m/n y n/m no
pueden ser cero n 'y m. Asi seria bueno
especificar que existe n'. Parte las hi-
potesis, traduce bien y aplica las propie-
dades adecuadas. Realiza claramente la
conclusion que evidencia lo que tiene
que mostrar (EBMO5).

» Explicacion: El unico problema que
podria presentar el argumento es cuan-
do se multiplica por n! en la igualdad,
pero como por hipotesis m/n; entonces,
m # 0y como n/m entonces, n # 0 por
lo que n! esta perfectamente definido.
Por lo que el resto de razonamientos a
partir de ahi, tienen todo el sentido, y
también se cubren todos los vacios que
podrian quedar, lo Unico que se puede
agregar es que la sustitucion se puede
realizar en cualquiera de las dos ecua-
ciones resultantes de la definicion de
m/n'y n/m (EBH16).

Las respuestas anteriores muestran
que los sujetos EBM05 y EBH16 conside-
raron al argumento como una demostracion
debido a imprecisiones en su conocimiento
sobre la divisibilidad, pero evidencian co-
nocimiento de que un niimero real posee in-
verso multiplicativo si es diferente de cero.
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Categoria 3: El uso indebido de las
definiciones de numero entero par e
impar

En este argumento, presente en la
tarea 3, 16 sujetos de los 19 manifestaron
que no era una demostracion matematica
y, de ellos, 14 evidenciaron alguno de los
indicadores propuestos. Ademads, tres su-
jetos afirmaron que el argumento era una
demostracién, pero no evidenciaron ningun
indicador al igual que otros dos sujetos que
manifestaron que no era una demostracion
matematica. En la Tabla 9 se presenta el
numero de sujetos que dieron evidencia en
sus respuestas de los indicadores de conoci-
miento definidos para esta categoria.

Como se observa en la tabla anterior,
13 sujetos manifestaron que el argumento
no era una demostracion por el uso indebido
de las definiciones de numero par e impar y
todos ellos evidenciaron en la correccion del
argumento el uso correcto de las definiciones.
Hubo un sujeto, EBH02, que no evidencio el
primer indicador en su explicacion, sin embar-
g0, en la correccion del argumento manifesto
conocimiento del segundo indicador.

Se presentan las respuestas represen-
tativas de tres sujetos que manifestaron que
el argumento no era una demostracion. La
respuesta del sujeto EBH02 mencionado
en el parrafo anterior y las respuestas de
los sujetos EBM12 y ELHO2 que presentan
evidencia de los dos indicadores de conoci-
miento planteados:
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» Explicacion: En linea 3 toma 2m + 1 =p,
claramente toma p como un niimero par.
AsiZm+1=p=2m=p-1=>m="2=
y p es par, entonces, p — 1 es impar, en-
tonces, m=p7_1€Z yaque 2 X (p — 1).
Misma idea para 2n + 1 = g. Correccion:
Enlinea3,m=2p+1yn=2g+ 1. Lue-
goom+tn=2p+1+2¢q+1=2p+2q+
2=2(p+q+2).Dondep+qg+2€7Z.
Tomea=p+q+2.Asim+n=2(p+gq
+ 2) = 2a, esto es definicion de ser par.
Garantizando que m + n es par (EBH02).

» Explicacion: Al decir que 2m + 1 =p
garantiza que p es impar, sin embargo,
no garantiza que el m sea impar, ya que
sim es par o impar se cumple lo mismo.
Por otra parte, llega a que 2(m + n) =,
Jj € Z esto garantiza que j es par, pero
no que m + n es par, esta suma podria
ser impar que al multiplicarla por 2 el j
da par. Correccion: Tomaria més bien la
definicion paramyn,m=2p+1yn=
2q + 1 asi al sumarlos me quedaria m +
n=2(p +q+ 1) donde asegura que m +
n si es par (EBM12).

» Explicacion: Se definen de forma inco-
rrecta los valores de m y n como ente-
ros, debe ir al revés el valor de m por n,
y de igual forma n por g. Correccion:
Como m y n son impares cumplen que:
m=2p+1yn=2g+1,conp, q €7Z.
Luegom +n=2p+2q+2=>m+n=
2ptqg+1),conp+qg+1€7zZ. Asi,m
+n=2-r,conr=p+qg+1lyrez

Tabla 9. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria
3: El uso indebido de las definiciones de numero entero par e impar

Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usan de forma 13

incorrecta las definiciones de niimero par ¢ impar.

Manifiesta que debe emplearse en la correccion del argumento la definicién de nimero 14
impar para expresar que 2p + 1 =m 'y 2g + 1 = n; y la definicion de nimero par para

concluirque m+n=2jconj € Z

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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teniendo la forma de un nimero par m +
n (ELHO02).

Categoria 4: El uso adecuado de hi-
potesis, axiomas, definiciones y teo-
remas en la demostracion del teore-
ma de la suma de las medidas de los
angulos internos de un triangulo en
la geometria euclidiana

En este argumento, presente en la
tarea 4, todos los 19 sujetos manifesta-
ron que era una demostracion matematica,
aunque la mayoria se limit6 a realizar esta
apreciacion, pues solo nueve evidenciaron
alguno de los indicadores de conocimiento
propuestos. En la Tabla 10 se presenta el
numero de sujetos que dieron evidencia en
sus respuestas de los indicadores de conoci-
miento definidos para esta categoria.

Con base en la tabla anterior, se pue-
de notar que, pese a que todos los futuros
profesores de matematicas identificaron
como valida la demostracion de la propie-
dad de la suma de las medidas de los angu-
los de un triangulo, ninguno hizo referen-
cia a que la proposicion es una afirmacion
general, que parte de la hipdtesis de que
se consideraba un triangulo cualquiera en
la Geometria Euclidiana. Sin embargo, dos
sujetos evidenciaron conocimiento sobre
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el uso del postulado de las paralelas, defi-
niciones y teoremas simultdneamente; cua-
tro sujetos unicamente evidenciaron el uso
del postulado de las paralelas y tres sujetos
unicamente evidenciaron el uso de teore-
mas matematicos en el argumento. Para
ilustrar esto, se presentan tres respuestas:
la del sujeto EBM12 que evidencia el uso
del postulado de las paralelas, definiciones
y teoremas; la del sujeto EBHO2 que refie-
re Uunicamente al postulado de las paralelas
y la del sujeto EBMOS que refiere Unica-
mente al uso de teoremas:

» Explicacion: Los teoremas que esta uti-
lizando ya han sido probados, el postu-
lado de las paralelas y el de los angulos
alternos internos entre paralelas. De
igual manera, se emplean bien las defi-
niciones, como la de par lineal, angulo
interior (EBM12).

» Explicacion: Se garantiza que se esta-
blece la geometria euclidiana. Por lo
que el 5° postulado es cierto. Ademas,
garantiza que los puntos generados
crean un par lineal para sustituir correc-
tamente los angulos por sus alternos in-
ternos correspondientes. Esto demues-
tra que la suma de angulos internos es
180° (EBHO02).

Tabla 10. Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la
categoria 4: el uso adecuado de hipotesis, axiomas, definiciones y teoremas en la
demostracion del teorema de la suma de las medidas de los angulos internos de un
triangulo en la Geometria Euclidiana

Indicadores de conocimiento Tarea 2
Manifiesta que la hipdtesis del teorema es considerar un triangulo cualquiera en la 0
Geometria Euclidiana.
Manifiesta que el postulado de las paralelas en la Geometria Euclidiana se emplea en el 6
argumento.
Manifiesta que definiciones matematicas se emplean en el argumento. 2
Manifiesta que teoremas matematicos se emplean en el argumento. 5

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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» Explicacion: Utiliza todos los enuncia-
dos y los teoremas de forma correcta.
Muestra claramente que cada uno de
los pasos es verdadero. Utiliza propie-
dades. Parte de las hipdtesis, aplica las
propiedades de forma correcta y mues-
tra claramente lo que debe probar. Rea-
liza la conclusion (EBMOS).

En el caso de los 10 sujetos de in-
vestigacion que indicaron que el argumen-
to era una demostracioén de la proposicion
dada, pero que no evidenciaron ninguno de
los indicadores propuestos, en sus respues-
tas apreciamos imprecisiones para justifi-
car la validez de un argumento matematico
cuando este es correcto, basando sus res-
puestas en generalidades como: la presen-
cia de una estructura logica adecuada, es
decir, el partir de una proposicién verda-
dera y generar conclusiones parciales ver-
daderas que conducen a la conclusion, la
consideracion de todas las posibilidades y
su correspondiente justificacion, el uso de
resultados anteriores de la geometria eucli-
diana y la claridad del argumento.

Con base en los resultados presen-
tados en esta seccidon, se aprecia que la
totalidad de los futuros profesores de ma-
tematicas evidencian conocimiento para
determinar cuando un argumento constituye
una demostracion matematica de una pro-
posicion, aunque pocos sujetos brindan las
justificaciones para ello. Asimismo, la gran
mayoria evidencia conocimiento para dis-
criminar si un argumento no corresponde
a una demostraciéon matematica en funcion
de aspectos matematicos como el uso par-
cial de la hipdtesis y el uso indebido de las
definiciones. Sin embargo, existe una dis-
minucién importante de sujetos que identi-
fica el uso indebido del axioma del inverso
multiplicativo.
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En cuanto a la correccion de los argu-
mentos que no corresponden a una demos-
tracion matemadtica, hay un descenso de la
cantidad de sujetos que consideran en sus
propuestas de modificacion al argumento,
los aspectos matematicos que lo invalida-
ban: (1) en el argumento 3, 14 de 19 sujetos
sugirieron que debian modificarse las defi-
niciones de nimero par e impar, (2) en el
argumento 1, siete de 19 sujetos indicaron
que debia emplearse la hipdtesis completa
del discriminante no negativo y exhibieron
algun nlimero real para satisfacer la existen-
cia, mientras que ocho de 19 sujetos solo
hicieron referencia al uso de la hipotesis
completa 'y (3) en el argumento 2, cuatro de
19 sujetos manifestaron que debian consi-
derarse dos casos para el nimero en cues-
tion, cuando era cero y cuando era diferente
de cero para poder emplear el axioma del
inverso multiplicativo.

Conclusiones

La mayoria de los profesores de ma-
tematicas en formacion inicial evidenci6 co-
nocimiento de los aspectos l6gico-sintacticos
en la evaluacion de los cuatro argumentos
matematicos propuestos en el cuestionario 1,
para la implicacion universal, correspondien-
te a la proposicion matematica P: cualquier
numero real satisface que, si es positivo, en-
tonces la suma de este y su inverso multipli-
cativo es mayor o igual a dos.

En los dos primeros argumentos, la
mayoria de los sujetos manifestd que no co-
rrespondian a una demostracion, apreciando
que, en el primero, la demostracion aludia a
un caso particular y que en el segundo, se
demostraba el reciproco del predicado. En
los argumentos tercero y cuarto, la mayo-
ria de sujetos indicaron que correspondian
a una demostracion. En el caso del tercero,
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sobre la demostracion directa de la impli-
cacion universal, la mayoria evidencio co-
nocimiento de que debia suponerse cierto el
antecedente y posteriormente, garantizarse
la veracidad del consecuente. No obstante,
solo una minoria evidencidé conocimiento
sobre la consideracion de un elemento ge-
nérico del universo y ninguno hizo referen-
cia a que la propiedad era vélida en virtud
de que se habia garantizado para un elemen-
to genérico que representa a cualquiera del
universo. Estos resultados coinciden con
los obtenidos por Durand-Guerrier et al.
(2012b). En el cuarto argumento, sobre la
demostracion por reduccion al absurdo de
la implicacion universal, la mayoria brind6
evidencias de conocimiento de los tres indi-
cadores propuestos, a saber, que debia su-
ponerse la negacion de la proposicion dada,
que debia generarse una contradiccion y que
una vez generada se podria concluir que la
proposicion original era verdadera.

La proposicion del cuestionario 2, fue
empleada por Knuth (2002) en su investi-
gacion con 16 profesores de matematicas
en donde les plante6 un argumento que de-
mostraba el predicado reciproco. Segun este
investigador, 10 profesores lo consideraron
como una demostracion y se enfocaron en la
correccion de las manipulaciones algebrai-
cas mas que en los aspectos de validez. En
nuestro estudio, la mayoria de los profeso-
res de matemadticas en formacion inicial se
enfocaron en la correccion logica mas que
en las matematicas empleadas en cada argu-
mento, lo que nos permite observar un cono-
cimiento adecuado sobre estos aspectos 16-
gico-sintacticos de la implicacion universal.
Concretamente, evidencian conocimiento
de que un caso particular no demuestra, y
aprecian el argumento que emplea esta fala-
cia. También, han demostrado conocimiento
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sobre como proceder en la demostracion di-
recta y por reduccion al absurdo.

Estudiar el conocimiento sobre los as-
pectos matematicos de la demostracion es
complejo, ya que, ademas de los elementos
logico-sintacticos intervienen los conceptos
y sus significados en la teoria matematica
en la que se inserta la demostracion. En este
sentido, Mariotti (2006) sehala que, con-
trario a lo que ocurre dentro de una teoria
formal, en la practica de la deduccion mate-
matica existe dependencia de la compresion
y de la asimilacién previa del significado de
los conceptos a partir de los cuales ciertas
propiedades se siguen de manera logica.
Los aspectos matematicos considerados en
esta investigacion como las hipotesis, los
axiomas, las definiciones y los teoremas po-
drian tener diferentes niveles de dificultad
para comprender una demostracion.

En el caso del primer argumento, co-
rrespondiente a la categoria denominada
“el uso parcial de la hipotesis sobre el dis-
criminante no negativo” (en una ecuacion
de segundo grado en una variable real), la
hipotesis aparece de forma explicita en la
proposicion a demostrar. La gran mayoria
de los sujetos de investigacion evidencio
que no era una demostracion debido a este
uso parcial. En la correccion del argumen-
to, una minoria de los sujetos evidencid
conocimiento de que debia considerarse la
hipotesis del discriminante en su totalidad
y ademads, busc6 y propuso un ntimero real
que cumpliera con la existencia.

En los restantes tres argumentos, las
definiciones, axiomas y teoremas emplea-
dos no necesariamente estan explicitos en
la proposicion a demostrar y, por lo tanto,
se requiere que los sujetos los conozcan a
profundidad para poder evaluar su uso en la
demostracion. En el segundo argumento co-
rrespondiente a la categoria denominada “el
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uso indebido del axioma de la existencia del
inverso multiplicativo” (para demostrar la
igualdad en valor absoluto de dos numeros
enteros divisibles entre si), muy pocos su-
jetos evidenciaron conocimiento de que el
argumento no era una demostracion por el
uso inadecuado del inverso multiplicativo.
Asimismo, fueron muy pocos los que en la
correccion del argumento manifestaron que
debia considerarse que el nimero en cues-
tion debia ser no nulo para poder emplear su
inverso multiplicativo.

En el tercer argumento correspon-
diente a la categoria denominada ‘el uso in-
debido de las definiciones de nlimero entero
par e impar” (para demostrar la paridad de
la suma de dos nimeros impares), la mayo-
ria evidencié que no era una demostracion
debido a este uso inadecuado de las defini-
ciones. En la correccion del argumento, la
mayoria de los sujetos evidencié conoci-
miento de las condiciones algebraicas que
caracterizan a los nimeros pares e impares,
posiblemente porque las han empleado con
frecuencia en los cursos de la carrera. No
obstante, el desconocimiento de todas las
condiciones de las definiciones podria de-
rivar en que los sujetos evaluen de forma
erronea un argumento. Por ejemplo, en el
segundo argumento, dos sujetos considera-
ron que en la definicion de divisibilidad los
numeros involucrados son necesariamen-
te no nulos, por lo tanto, estaba justificada
para ellos la existencia del inverso multi-
plicativo, esto implicd que consideraran el
argumento como una demostracion.

En el cuarto argumento correspon-
diente a la categoria denominada “el uso ade-
cuado de hipotesis, axiomas, definiciones y
teoremas en la demostracion del teorema de
la suma de las medidas de los angulos inter-
nos de un triangulo en la Geometria Eucli-
diana”, la totalidad de los sujetos manifesto
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que el argumento era una demostracion
matematica. Sin embargo, solo una minoria
evidenci6 conocimiento de los indicadores
propuestos. Este hecho hace pensar que es
mas sencillo explicar cudndo un argumento
matematico posee errores que justificar por
qué es correcto.

Segun Mariotti (2006), tradicional-
mente, la demostracion se considera en si
misma como si fuera posible separarla de la
proposicion a la que da sustento y del marco
teorico dentro del que tal soporte tiene senti-
do. En esta investigacion se ha evidenciado
que la gran mayoria de los sujetos de inves-
tigacion han apreciado que en una demos-
tracion todos estos elementos estan involu-
crados de forma simultdnea y no es posible
comprender el sentido de una demostracion
matematica sin vincular la proposicion a la
cual refiere y a la teoria matematica en don-
de se inscribe. De esta forma, en la practica
matematica se demuestran proposiciones
verdaderas, pero el término “verdad” debe
entenderse siempre en relacion con una teo-
ria particular.

Los resultados obtenidos apoyan la
apreciacion de Cabassut et al. (2012) en la
que afirman que la demostraciéon matemati-
ca no establece hechos, sino que garantiza la
validez de proposiciones del tipo “si-enton-
ces” esto implica que las hipotesis, axiomas,
teoremas y definiciones deben entenderse y
aplicarse en sus significados precisos en una
teoria matematica. Se considera asi que los
aspectos matematicos de la demostracion
pueden contribuir al conocimiento especia-
lizado de los profesores de matematica para
comprender que los resultados matematicos
no son verdades universales. Por ejemplo,
cuando se afirma que la suma de las medidas
de los angulos internos de cualquier trian-
gulo es 180 grados, el conocimiento sobre
la validez matematica de la demostracion
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permite entender que en cierta teoria este
resultado puede ser derivado.
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