
1

Uniciencia Vol. 39(1), pp. 1-28, January-December, 2025
 www.revistas.una.ac.cr/uniciencia
 revistauniciencia@una.cr

DOI: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470

CC: BY-NC-ND

Análisis de la demostración mediante 
dos herramientas: el modelo de Toulmin 
y la configuración ontosemiótica

Analyzing proof using two frameworks: Toulmin’s model and the Onto-
Semiotic configuration

Análise da demonstração usando duas ferramentas: o modelo de Toulmin e a 
configuração ontosemiótica.

Bettina Milanesio1*, María Burgos1

Received: Aug/19/2024 • Accepted: Mar/18/2025 • Published: Nov/30/2025

Resumen 

En las investigaciones en educación matemática se ha generado un creciente interés por analizar cómo 
el estudiantado entiende la demostración conforme avanzan en su formación. Dicho análisis precisa de 
herramientas teóricas específicas que guíen tanto el diseño de tareas concretas como el reconocimiento y 
gestión de los conocimientos del alumnado. [Objetivo] El objetivo de este trabajo es ejemplificar el uso 
articulado de dos herramientas para el estudio de la demostración: el modelo de Toulmin ampliado y la 
configuración ontosemiótica del enfoque ontosemiótico. [Metodología] Se realiza un estudio cualitativo, 
descriptivo, basado en un estudio de casos con estudiantes de primer curso universitario cuando 
demuestran propiedades aritméticas. La implementación se realizó en tres momentos diferentes durante 
el curso de Matemática Discreta en una universidad argentina en el 2023. [Resultados] Al inicio del curso, 
la herramienta de análisis revela las limitaciones en las argumentaciones propuestas por el estudiantado 
para validar las proposiciones implicadas. Mediante argumentaciones inductivas y abductivas, concluyeron 
con la formulación de conjeturas, mostrando convencimiento sobre su veracidad. A medida que avanzaron 
en su formación, los resultados mejoraron, pues recurrieron a argumentaciones deductivas para demostrar. 
Aun así, el análisis realizado permitió identificar dificultades durante el desarrollo de las demostraciones, 
asociadas a los procesos que se necesitan transitar. [Conclusiones] Este trabajo revela la sinergia entre las 
herramientas empleadas para caracterizar las estructuras argumentativas en el proceso de demostración 
seguido por el grupo de estudiantes y tomar conciencia de su complejidad como factor explicativo de las 
dificultades en este proceso.
Palabras clave: demostración matemática; argumentación matemática; educación universitaria; 
configuración ontosemiótica; modelo de Toulmin.

* Corresponding author
Bettina Milanesio,  bettinamilanesio@gmail.com ,  https://orcid.org/0000-0003-2489-0004
María Burgos,  mariaburgos@ugr.es ,  https://orcid.org/0000-0002-4598-7684
1	 Departamento de Didáctica de la Matemática, Universidad de Granada, Granada, España.

mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=Uniciencia
https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
https://publica2.una.ac.cr/revistas-2025/Uniciencia/39_1/MP3/Art-7-Esp-39_1.mp3
mailto:bettinamilanesio@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-2489-0004
mailto:mariaburgos@ugr.es
https://orcid.org/0000-0002-4598-7684
https://www.euna.una.ac.cr/index.php/EUNA
https://www.una.ac.cr/


Bettina Milanesio • María Burgos

DOI: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470

CC: BY-NC-ND

U
N

IC
IEN

C
IA

 Vol. 39, N
°. 1, pp. 1-28. January-D

ecem
ber, 2025 • 

 w
w

w.revistas.una.ac.cr/uniciencia • 
 revistauniciencia@

una.cr

2

Abstract 

In mathematics education research, there has been a growing interest in analyzing how students 
understand proof as they progress in their studies. This analysis requires specific theoretical tools that 
guide both the design of concrete tasks and the recognition and management of students’ knowledge. 
[Objective] The objective of this paper is to exemplify the articulated use of two frameworks for studying 
proof: the extended Toulmin’s model and the Onto-Semiotic configuration of the Onto-Semiotic approach. 
[Methodology] A qualitative, descriptive study is conducted, based on a case study with first-year 
university students as they prove arithmetic properties. The study was implemented three different times 
during the Discrete Mathematics course at an Argentinian university in 2023. [Results] At the beginning of 
the course, the analysis tool revealed the limitations in the arguments proposed by the students to validate 
the given propositions. Using inductive and abductive arguments, students formulated conjectures, 
demonstrating conviction in their truth. As their studies advanced, results improved, since they resorted to 
deductive arguments in their proofs. Nevertheless, the analysis revealed difficulties in the processes faced 
when developing proofs. [Conclusions] This research highlights the synergy between the tools used to 
characterize the argumentative structures in the students’ proof process and underscores the importance of 
recognizing its complexity as an explanatory factor for the difficulties encountered.
Keywords: mathematical proof; mathematical argumentation; university education; Onto-Semiotic 
configuration; Toulmin’s model.
Resumo 

Nas pesquisas em educação matemática, tem havido um interesse crescente em analisar como os alunos 
entendem a demonstração à medida que avançam em sua formação. Essa análise requer ferramentas 
teóricas específicas para orientar tanto a elaboração de tarefas concretas quanto o reconhecimento e o 
gerenciamento do conhecimento dos alunos. [Objetivo] O objetivo deste artigo é exemplificar o uso 
articulado de duas ferramentas para o estudo da demonstração: o modelo estendido de Toulmin e a 
configuração ontosemiótica da abordagem ontosemiótica. [Metodologia] Um estudo qualitativo, 
descritivo e baseado em estudo de caso é realizado com alunos do primeiro ano da universidade ao 
demonstrarem propriedades aritméticas. A implementação foi realizada em três momentos diferentes 
durante o curso de Matemática Discreta em uma universidade argentina em 2023. [Resultados] No 
início do curso, a ferramenta de análise revela as limitações nos argumentos propostos pelos alunos para 
validar as proposições envolvidas. Por meio de argumentações indutivas e abdutivas, eles concluíram com 
a formulação de conjecturas, demonstrando convicção sobre sua veracidade. À medida que avançavam 
em sua formação, os resultados melhoravam, pois usavam argumentação dedutiva para demonstrar. 
Mesmo assim, a análise realizada permitiu a identificação de dificuldades durante o desenvolvimento das 
demonstrações, associadas aos processos que precisam ser seguidos. [Conclusões] Este trabalho revela 
a sinergia entre as ferramentas utilizadas para caracterizar as estruturas argumentativas no processo de 
demonstração seguido pelo grupo de alunos e para tomar consciência de sua complexidade como fator 
explicativo das dificuldades nesse processo.
Palavras-chave: prova matemática; argumentação matemática; educação universitária; configuração 
ontosemiótica; modelo de Toulmin.
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Introducción

Cada vez es más significativo el con-
senso en el campo de la Educación Matemá-
tica sobre la importancia de involucrar a las 
personas estudiantes de diferentes niveles 
educativos en los procesos de demostración 
(Sommerhof y Ufer, 2019; Stylianides et al., 
2022). El papel central que la demostración 
desempeña en el compromiso de la pobla-
ción estudiantil con las matemáticas lleva 
a la necesidad de comprender cómo entien-
den la demostración y cuáles dificultades 
enfrentan (Hernández-Suarez et al., 2020).

En el origen de estas dificultades se 
encuentra tanto en la escasez de oportuni-
dades del estudiantado de los niveles educa-
tivos de primaria y secundaria en prácticas 
que impliquen la demostración, como que 
cualquier tipo de argumentación puede ser 
aceptado en dichos niveles (Nagel et al., 
2018; Stylianides et al., 2022). Esto motiva 
a que cuando el alumnado accede a cursos 
universitarios en los cuales las matemáti-
cas se convierten en un sistema axiomáti-
co-deductivo, no reconocen qué constituye 
una demostración o por qué es necesaria 
(Sommerhoff y Ufer, 2019). Estas personas 
no disponen de las competencias necesarias 
para desarrollar demostraciones válidas o 
con el nivel de formalidad esperado (Lew 
y Mejía-Ramos, 2019; Nagel et al., 2018; 
Stylianides et al., 2017).

Dado que en una demostración se 
debe producir un argumento a favor de una 
afirmación matemática, que sea matemáti-
camente sólido y siga un discurso aceptado 
y conceptualmente accesible para la comu-
nidad de aula (Stylianides et al., 2017), di-
versos autores han abordado el estudio de 
la demostración a través de la caracteriza-
ción de los argumentos producidos en dicho 
proceso (Arce y Conejo, 2019; Inglis et al., 

2007; Knipping y Reid, 2019; Markiewicz 
et al., 2021; Morales-Ramírez et al., 2021; 
Molina y Samper, 2019; Molina et al., 2019; 
Soler-Álvarez y Manrique, 2014). La mayo-
ría de estos estudios adoptaron el modelo de 
Toulmin (2003) para clasificar los argumen-
tos, al observar un predominio de argumen-
tos que si bien son fundamentales en la ela-
boración de conjeturas, no son suficientes 
para validar el conocimiento matemático. 
El modelo de Toulmin se considera una he-
rramienta potente que permite reconstruir in 
situ los pasos involucrados en un proceso de 
demostración. Sin embargo, en diversas in-
vestigaciones se ha evidenciado que resulta 
insuficiente para describir la estructura glo-
bal implicada en dicho proceso. Así, autores 
como Knipping y Reid (2019) ampliaron 
dicho modelo con el objetivo de analizar es-
tructuras argumentativas más complejas in-
volucradas en los procesos de demostración 
y revelar así la estructura global.

Aunque todas estas investigaciones 
ponen de manifiesto la complejidad que en-
traña el estudio de la demostración, muy po-
cas han analizado las prácticas matemáticas 
implicadas o el origen de las dificultades en 
términos de los objetos y procesos involu-
crados. Se observa un primer avance en esta 
línea en trabajos como los de Markiewicz et 
al. (2021), Milanesio y Markiewicz (2024), 
Molina et al. (2019) o Morales-Ramírez et 
al. (2021) que emplean las herramientas 
teórico-metodológicas del enfoque ontose-
miótico (EOS) del conocimiento y la ins-
trucción matemáticos (Godino et al., 2019) 
para el estudio de la demostración, tanto 
desde un punto de vista epistémico como 
cognitivo. De manera específica, el uso del 
constructo configuración ontosemiótica 
(Godino et al., 2019) para analizar las prác-
ticas matemáticas implicada en las demos-
traciones que proponen estudiantes de nivel 
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medio (Markiewicz et al., 2021; Mora-
les-Ramírez et al., 2021) o desarrolladas en 
el nivel superior (Milanesio y Markiewicz, 
2024; Molina et al., 2019) en diversos con-
textos (aritmético, algebraico o geométri-
co), permite identificar disparidades entre 
los significados personales e institucionales 
pretendidos sobre la demostración y reco-
nocer en la complejidad ontosemiótica de 
dicha actividad un factor explicativo de las 
dificultades que manifiesta el estudiantado 
en la comprensión y desarrollo de demos-
traciones en estos niveles educativos.

El objetivo de este trabajo es analizar 
las posibilidades de articulación del modelo 
de Toulmin en el sentido ampliado que pro-
ponen Knipping y Reid (2019) y el modelo 
de análisis de la actividad matemática pro-
puesto desde el EOS (Godino et al., 2019) 
para desarrollar análisis epistémicos y cog-
nitivos más detallados de la actividad mate-
mática, y, en consecuencia, contribuir a la 
comprensión de los procesos de enseñanza 
y aprendizaje de la demostración.

Se ejemplifica su uso articulado para 
analizar las prácticas matemáticas de estu-
diantes de primer curso universitario de una 
universidad argentina, cuando resuelven 
situaciones que requieren tanto el descu-
brimiento y la demostración de conjeturas 
como la demostración de propiedades arit-
méticas dadas a priori. En un primer mo-
mento, el modelo de Toulmin se emplea 
para “singularizar argumentos en el proceso 
de demostración” (Knipping y Reid, 2019, 
p. 6); en un segundo momento, se amplía 
con el objetivo de exponer la estructura glo-
bal involucrada en el proceso de demostra-
ción (Knipping y Reid, 2019).

A continuación, el análisis de los ob-
jetos y procesos implicados en las prácticas 
matemáticas que desarrolla el estudianta-
do facilita una mirada microscópica de las 

estrategias argumentativas, al buscar el ori-
gen de las dificultades en la propia naturale-
za, uso y significado de la estructura mate-
mática implicada.

Fundamentación teórica

En este apartado, se presentan los 
elementos teóricos que fundamentan nues-
tra investigación: la relación entre demos-
tración y argumentación, el modelo de 
Toulmin como herramienta para caracte-
rizar los distintos argumentos que pueden 
estar implicados en cualquier proceso de 
argumentación y, finalmente, las nociones 
de práctica, objeto y proceso desarrolladas 
en el EOS.

Demostración y argumentación

Aunque el término demostración es 
comúnmente utilizado, no existe un acuer-
do compartido sobre cuál es o debería ser 
su significado en el campo de la educa-
ción matemática (Alfaro-Carvajal y Fonse-
ca-Castro, 2024; Staples y Conner, 2022). 
Si bien autores como Molina et al. (2024), 
la definen como una cadena de “argumentos 
deductivos aceptados por la comunidad de 
matemáticos y concatenados de una manera 
aceptada por esa comunidad” (p. 167); una 
definición de demostración en el contexto 
escolar debe considerar no solo la necesidad 
de que sea aceptable desde el punto de vista 
de la propia disciplina matemática, sino que 
también tenga sentido para sus estudiantes 
(Stylianides et al., 2017).

Se considera la demostración como 
un tipo de argumentación en matemáticas 
(Papadaki et al., 2019; Reuter, 2023) que 
tiene las siguientes características (Styliani-
des et al., 2017):
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1)	 Utiliza un conjunto de aserciones 
aceptadas como verdaderas y dispo-
nibles para la comunidad de aula sin 
más justificación (axiomas, propieda-
des y teoremas).

2)	 Se usan modos de argumentación vá-
lidos y conocidos por la comunidad o 
que están dentro de su alcance con-
ceptual. Por ejemplo, reglas de infe-
rencia lógico-deductivas, enumera-
ción sistemática de todos los casos a 
los cuales se reduce una afirmación, 
construcción de contraejemplos, de-
sarrollo de razonamientos que pueden 
llegar a una contradicción, entre otros.

3)	 Se comunica con formas de expre-
sión apropiadas, conocidas o dentro 
del alcance conceptual de la comuni-
dad de aula.

Stylianides et al. (2017) distinguen 
entre la demostración entendida como pro-
ducto; es decir, una secuencia conectada de 
afirmaciones, y como proceso, la cual im-
plica acciones en la búsqueda de una con-
clusión a favor o en contra de una afirma-
ción matemática. En estas acciones pueden 
estar implicadas actividades precursoras de 
la demostración como conjeturar y generali-
zar mediante el uso de ejemplos, analogías, 
razonamiento inductivo, abductivo, entre 
otras (Stylianides et al., 2022).

Con estas características la defini-
ción de demostración previa respeta tanto 
el papel de la comunidad de aula donde se 
desarrolla la demostración como la inte-
gridad matemática propia de la demostra-
ción (Lockwood et al., 2020). En efecto, 
cuando un sujeto decide si un argumento 
es una demostración (entendida como pro-
ducto), debe no solo aceptarla, sino tam-
bién creer que es válida para la comunidad. 
Además, mientras se consideran modos de 

argumentación legítimos, los sustentados 
por reglas lógico-deductivas se excluyen, 
por ejemplo, las formas de argumentación 
basadas en ejemplos que ofrecen una evi-
dencia incompleta sobre la veracidad de una 
proposición (Stylianides et al., 2017).

Atendiendo a esta definición, una de-
mostración es una argumentación en mate-
máticas, pero no toda argumentación es una 
demostración. La argumentación aborda 
otros aspectos de las matemáticas, como la 
abducción o la inducción, las cuales permi-
ten descubrir estructuras o patrones en la 
formulación de conjeturas (Reuter, 2023).

Modelo de Toulmin

Examinar estructuras argumentativas 
se considera una práctica relevante en el 
contexto educativo, pues permite compren-
der mejor las formas en que cada docente 
enseña la demostración y cómo el estudian-
tado llega a comprenderla (Knipping y Reid, 
2019). En esta dirección, Toulmin plantea un 
modelo para reconstruir los argumentos em-
pleados en cualquier proceso de argumen-
tación. Para Toulmin (2003) un argumento 
es un discurso oral o escrito producto de un 
proceso compuesto por tres elementos bá-
sicos: la conclusión (afirmación u opinión 
cuyo valor se está tratando de establecer), los 
datos (permiten apoyar la afirmación reali-
zada, la conclusión) y la garantía (posibilita 
que el paso de los datos a la conclusión sea 
legítimo, mediante una justificación a partir 
de inferencias basadas en reglas generales, 
principios, etc.). También propone tres ele-
mentos auxiliares que permiten describir un 
argumento: el respaldo (otras certezas que 
soportan la garantía), el calificativo modal 
(grado de fuerza conferido por la garantía 
que acompaña a la conclusión) y las refuta-
ciones (condiciones de excepción en las que 
la garantía se podría anular).
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Aunque el modelo de Toulmin ha sido 
ampliamente utilizado en diversas investi-
gaciones, rara vez se han empleado todos 
los elementos (Ríos-Cuesta, 2021). La ver-
sión reducida a datos, conclusión, garantía 
y respaldo, considerada en este trabajo para 
describir las argumentaciones abductivas, 
inductivas, deductivas, deductivas por con-
traejemplo y por analogía, ha sido adopta-
da por autores como Arce y Conejo (2019), 
Pedemonte y Reid (2011) o Soler-Álvarez y 
Manrique (2014).

Los investigadores preocupados por 
caracterizar la argumentación abductiva 
reconocen que esta tiene dos funciones di-
ferentes y que, dependiendo de esta, la es-
tructura de la argumentación puede variar 
(Papadaki et al., 2019). Cuando su función 
es explicativa, la abducción se utiliza para 
razonar hacia atrás desde una conclusión 
deseada hasta los datos necesarios para 
deducirla. En cambio, cuando su función 
es exploratoria, se emplea para generar 
una hipótesis, es decir, para descubrir algo 
nuevo. Siguiendo el modelo de Toulmin, 
cuando la abducción se utiliza para explo-
rar, a partir de la observación y organiza-
ción de casos particulares (datos) se deriva 
una conjetura que actúa como conclusión 
(Soler-Álvarez y Manrique, 2014) de for-
ma plausible (Pedemonte y Reid, 2011). 
La garantía está compuesta por patrones, 
reglas, regularidades o propiedades que se 
identifican en los datos (Soler-Álvarez y 
Manrique, 2014) y está respaldada por un 
enunciado o teoría matemática de la cual 
podría derivarse la garantía. El flujo de la 
argumentación es directo, desde los datos 
observados hasta los posibles resultados, e 
incluye calificativos modales para marcar 
el valor epistémico de la inferencia (Papa-
daki et al., 2019). Si la abducción se utili-
za para explicar, entonces a partir de una 

conclusión deseada, se propone una posi-
ble explicación que la justifique a partir de 
posibles datos, garantía y respaldo (Arce y 
Conejo, 2019; Papadaki et al., 2019). En 
este caso, el flujo de la argumentación re-
trocede hacia la posible explicación de la 
conclusión (Papadaki et al., 2019).

En la argumentación inductiva se 
parte de una regla general o conjetura plan-
teada y se comprueba sobre ciertos casos 
particulares para tratar de constatar si dicha 
regla o conjetura es verdadera (Soler-Álva-
rez y Manrique, 2014). En el argumento que 
surge en una argumentación inductiva, los 
datos corresponden a la proposición (regla 
o conjetura) formulada, la garantía está res-
paldada por la verificación de dicha propo-
sición mediante casos concretos, de la que 
se deriva su aceptación provisional como 
verdadera, aunque es insuficiente para infe-
rir la validez de la conclusión (Soler-Álva-
rez y Manrique, 2014).

Aunque existen varias interpretacio-
nes en la literatura sobre la argumentación 
por analogía, para autores como Marraud 
(2007) o Gascón (2020) en ese tipo de argu-
mentación, un argumento (fuente) se trans-
fiere desde un campo a otro (argumento tér-
mino) que es análogo al anterior. Desde esta 
perspectiva, se presenta un argumento simi-
lar a otro, en el sentido de que, si se acepta 
aquel, entonces debe aceptarse el otro. Estos 
dos argumentos se sostienen o sucumben en 
conjunto porque comparten una garantía si-
milar; es decir, si se acepta la garantía de 
uno entonces se debería aceptar también 
en el otro (Gascón, 2020). De acuerdo con 
Marraud (2007), solo a partir del supuesto 
de que el argumento fuente es aceptado por 
la comunidad, puede interpretarse que el 
enunciado “los campos argumentativos son 
análogos” certifica la aceptabilidad (respal-
do) del argumento término.
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(dato, conclusión, garantía) en diferentes pa-
sos de la argumentación, de forma que una 
afirmación puede tener el estado de datos en 
un momento concreto del flujo de argumen-
tación, pero al mismo tiempo ser conclusión 
de flujos de argumentación anteriores.

Configuración ontosemiótica

El EOS es un sistema teórico que a 
partir de presupuestos antropológicos y se-
mióticos sobre la naturaleza de las matemá-
ticas proporciona herramientas para el aná-
lisis epistémico y cognitivo de la actividad 
matemática (Godino et al., 2019).

Se considera práctica matemática a 
toda actuación o expresión realizada por al-
guien para resolver problemas matemáticos, 
comunicar la solución obtenida, validarla o 
generalizarla a otros contextos (Godino et 
al., 2019). En estas prácticas intervienen 
objetos matemáticos primarios que se cla-
sifican según su función y naturaleza en las 
siguientes categorías: lenguajes (términos, 
expresiones, notaciones y gráficos) en sus 
diversos registros (escrito, oral, gestual, 
etc.), situaciones-problema (aplicaciones 
extra-matemáticas o intra-matemáticas), 
conceptos (introducidos mediante defini-
ciones), proposiciones (enunciados sobre 
conceptos), procedimientos (algoritmos, 
operaciones, técnicas de cálculo) y argu-
mentos (enunciados usados para validar una 
proposición o respaldar un procedimiento) 
(Godino et al., 2007).

Los objetos primarios pueden ser con-
siderados desde cinco dimensiones duales, 
lo que lleva a la siguiente tipología de obje-
tos secundarios (Godino et al., 2007):

•	 Ostensivos (materiales, percep-
tibles)-no ostensivos (abstractos, 
ideales).

En la argumentación deductiva se 
aplica una proposición general conocida 
(garantía) a unos datos dados para obte-
ner la conclusión (Molina et al., 2019). A 
su vez, la garantía está respaldada por una 
teoría matemática que la hace válida. Las 
argumentaciones deductivas se producen en 
los procesos de demostración de conjeturas, 
siendo las únicas que permiten validar el 
conocimiento matemático, el cual es irre-
futable a excepción de que existan cambios 
en el sistema axiomático de partida (Arce y 
Conejo, 2019).

El uso de contraejemplos se conside-
ra un tipo de argumentación deductiva (In-
glis et al., 2007; Soler-Álvarez y Manrique, 
2014). Los contraejemplos permiten gene-
rar nuevo conocimiento al ilustrar por qué 
una conjetura matemática es falsa, lo cual 
facilita la producción de conjeturas mejora-
das (Komatsu y Jones, 2022). Siguiendo el 
modelo de Toulmin, el dato del argumento 
que surge se corresponde con el caso que 
no se ajusta a la regla ∃y: (P(y) ∧ ¬Q (y)), la 
garantía con la regla general ∀x: (P (x) ⟶ 
Q(x)), el respaldo con la equivalencia lógica 
∀x: (P (x) ⟶ Q(x)) ↔ ¬∃y: (P(y) ∧ ¬Q (y)) 
y la conclusión corresponde al no cumpli-
miento de la regla general (Soler-Álvarez y 
Manrique, 2014).

Para Knipping y Reid (2019), entre la 
estructura global de la argumentación (argu-
mento global) y el estado local de los pasos 
en el proceso de argumentación (argumen-
tos locales), según el modelo de Toulmin, es 
posible identificar un nivel intermedio (flujo 
de la argumentación) definido por las cone-
xiones entre los argumentos locales que per-
miten alcanzar la conclusión objetivo final. 
En estas conexiones, se reconoce la posible 
existencia de múltiples datos y múltiples 
conclusiones, así como que una misma de-
claración pueda desempeñar roles distintos 
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•	 Extensivos (particulares)-intensivos 
(generales).

•	 Significantes (expresión)-significados 
(contenido).

•	 Unitarios (objetos considerados como 
un todo previamente conocido)-sisté-
micos (sistemas formados por distin-
tos componentes).

•	 Personales (relativos a sujetos indivi-
duales)-institucionales (compartidos 
en una institución).

Además de su “estructura” (los obje-
tos), la actividad matemática queda caracte-
rizada por su “funcionamiento” (cómo inte-
ractúan los objetos), lo cual lleva a hablar de 
procesos matemáticos concediéndole una 
perspectiva dinámica (Font et al., 2010). 
Tanto los objetos primarios como los secun-
darios se pueden considerar desde la pers-
pectiva proceso-producto, lo cual permite 
distinguir procesos matemáticos primarios 
(aquellos de los que emergen los 
objetos primarios) y secundarios 
(de los que surgen los objetos 
secundarios). En consecuencia, 
se tienen procesos primarios de 
comunicación, problematiza-
ción, definición, enunciación, 
algoritmización y argumenta-
ción, y procesos secundarios de 
materialización-idealización, 
particularización-generalización, 
significación-representación, 
descomposición-reificación y 
personalización-institucionaliza-
ción (Figura 1).

Figura 1. Objetos y procesos matemáticos
Fuente: extraído de Godino et al. (2020).

En particular, el argumento 
como objeto primario emerge del 
proceso (primario) de argumen-
tación o secuencia de acciones 
que da lugar a este discurso oral o 
escrito (Godino et al., 2019). Sin 

embargo, desde una perspectiva sistémica, 
un argumento como objeto secundario esta-
ría determinado por el sistema de prácticas 
(en las que intervienen otros objetos y pro-
cesos matemáticos primarios), el cual actúa 
como “conclusión mutuamente aceptable 
acerca de la veracidad o falsedad de una 
aserción” (Molina et al., 2019, p. 95). La ar-
gumentación entonces desde esta perspec-
tiva sistémica (es decir, como proceso se-
cundario) puede implicar acciones propias 
del quehacer matemático, como inducir, 
proponer analogías, abducir propiedades 
de hechos empíricos para la formulación de 
conjeturas, proveer pruebas deductivas de 
hechos previamente conjeturados y comuni-
car los resultados (Molina y Samper, 2019).

El EOS interpreta el significado prag-
mático de un objeto matemático (unitario o 
sistémico) como sistema de prácticas ope-
rativas y discursivas que se ponen en juego 
ante la resolución de situaciones-problemas 
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en las cuales interviene dicho objeto, tan-
to por una persona (significado personal) 
como por una institución (significado insti-
tucional). Mientras que esta noción de sig-
nificado permite un análisis macroscópico 
de la actividad matemática, la identifica-
ción de las configuraciones ontosemióticas 
de prácticas (personales o institucionales), 
objetos y procesos garantiza un análisis 
microscópico para anticipar dificultades y 
reconocer errores, entendidos en el EOS 
como conflictos semióticos; es decir, dis-
cordancias entre las prácticas matemáticas 
que desarrolla la persona estudiante (sig-
nificado personal) y las establecidas como 
adecuadas por la institución (significado 
institucional) (Godino et al., 2019).

Metodología

Se pretende contextualizar y mostrar 
la utilidad de la articulación del modelo de 
Toulmin ampliado en el sentido de Knipping 
y Reid (2019) y la configuración ontosemió-
tica para analizar la actividad matemática 
implicada en la demostración. Con este ob-
jetivo, mediante un enfoque cualitativo des-
criptivo, se desarrolla un estudio de casos 
con un grupo de 20 estudiantes de primer 
curso universitario que compartían la asigna-
tura Matemática Discreta en una universidad 
argentina (en el año 2023). En esta asignatu-
ra, los y las estudiantes recibieron formación 
teórico-práctica sobre aspectos esenciales de 
la lógica proposicional, incluyendo la noción 
de proposición, el uso de cuantificadores y de 
símbolos lógicos, la noción de demostración 
y tipos de estrategias según la forma lógica 
de su enunciado (generalización, existencial 
y condicional). También sobre conjuntos nu-
méricos, en particular ℕ y ℤ, el principio de 
inducción matemática, las operaciones y re-
lación de orden en ℕ y sus propiedades, la 

relación de divisibilidad en ℤ y sus propie-
dades, el algoritmo de la división entera y la 
congruencia en ℤ.

La elección de esta asignatura se fun-
damenta en el papel de la demostración y 
las actividades asociadas, como la conjetu-
ra y la argumentación, en el planteamiento 
y desarrollo de la asignatura. De hecho, el 
programa de la asignatura incluye objetivos 
como “elaborar conjeturas y validarlas”, 
“proponer demostraciones de proposiciones 
matemáticas”. La constante aplicación de 
estos conocimientos a lo largo de las uni-
dades de la asignatura permite explorar las 
estrategias argumentativas que desarrollan 
las personas estudiantes ante problemas que 
buscan conjeturar y demostrar.

Para analizar la actividad matemática 
desarrollada por las personas participantes 
en la resolución de los problemas aplica-
mos el análisis de contenido (Cohen et al., 
2018) apoyado en los elementos del modelo 
de Toulmin y el análisis ontosemiótico del 
EOS (Godino et al., 2019):

1)	 Descomposición de las respuestas es-
critas en unidades de análisis, determi-
nadas por prácticas operativas o discur-
sivas elementales, en las que se puede 
identificar una función e intencionalidad 
en la actividad matemática analizada.

2)	 Caracterización de los datos, conclu-
sión, garantía y respaldo en las prácti-
cas demostrativas elementales.

3)	 Clasificación del tipo de práctica 
demostrativa.

4)	 Reconocimiento de los objetos y 
procesos emergentes de las prácticas 
elementales.

En la Figura 2 presentamos los tres 
problemas propuestos al estudiantado como 
medio de evaluación, que fueron acordados 
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en ℕ, conjunto de números enteros, relación 
de divisibilidad en ℤ, propiedades de la di-
visión, resto de la división entera.

Resultados

En este apartado se describen los re-
sultados del análisis realizado a las respues-
tas de cada estudiante (E1, E2, …, E20) a 
los diferentes problemas. En primer lugar, 
se mencionan cuáles fueron los tipos de ar-
gumentaciones más frecuentes y los errores 
más destacados. En segundo lugar, se selec-
cionaron respuestas representativas en cada 
uno de los problemas para mostrar el análi-
sis detallado mediante el modelo de Toulmin 
ampliado y la configuración ontosemiótica: 
se identificaron la estructura argumentativa 
según los datos, conclusión, garantía y res-
paldo y se reconocen los objetos y proce-
sos emergentes de las prácticas elementales 

previamente con la docente de Matemática 
Discreta. El problema 1 (preformación) se 
planteó durante la primera clase de la asig-
natura; el problema 2, al finalizar la unidad 
correspondiente al conjunto de los números 
naturales y el problema 3, cuando acabaron 
la asignatura.

Figura 2. Problemas
Fuente: Problema 1 extraído de Sessa (2005, p. 113). Problema 2 propuesto por la docente de la asignatura. 
Problema 3 adaptado de González-Gutiérrez (2004, p. 269).

Mientras que los problemas 1 y 3 in-
volucran actividades relacionadas con la 
demostración, como la búsqueda de regu-
laridades en diferentes ejemplos, el plan-
teamiento de conjeturas y su validación, el 
problema 2 requiere de la demostración de 
una proposición dada a priori, práctica ha-
bitual en la educación superior (Lew y Zaz-
kis, 2019). Los tres problemas persiguen la 
puesta en juego de diversos objetos ma-
temáticos en el contexto de la asignatura: 
conjunto de números naturales, números 
naturales consecutivos, propiedades de las 
operaciones en ℕ, relación de divisibilidad 
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desarrolladas por los y las estudiantes. Nos 
referimos a este análisis como análisis on-
tosemiótico de la estructura argumentativa.

Análisis del problema 1

En las prácticas matemáticas que de-
sarrollaron las personas estudiantes para 
responder a los tres ítems del problema 1, 
se observan dificultades relacionadas, fun-
damentalmente, con el reconocimiento de 
los elementos necesarios y suficientes para 
elaborar una demostración. Esto se evi-
dencia, por un lado, en el amplio uso de 
argumentaciones que no logran validar las 
proposiciones implicadas y, por otro, en la 
propuesta de conjeturas sin argumentación, 
fundamentalmente en el ítem c).

De los 39 estudiantes que proporcio-
naron argumentación a los ítems a) y b) 
(solo uno no argumentó su respuesta al ítem 
a), 35 lo hicieron de forma no adecuada, ya 
que no lograron demostrar las conjeturas 
implicadas. Principalmente, recurrieron a 
argumentaciones abductivas explicativas 
(16 estudiantes) del tipo “esta afirmación es 
verdadera, porque 3 es un número primo” 
(ítem a, E7), y argumentaciones inductivas 
(15 estudiantes) como “sí, porque ejemplo: 
1 + 2 + 3 = 6; 2 + 3 + 4 = 9; 3 + 4 + 5 = 12, 
etc.” (ítem a, E10). En menor medida, de-
sarrollaron argumentaciones abductivas ex-
ploratorias junto con inductivas en el ítem 
a) (un estudiante, Figura 3), así como analó-
gicas en el ítem b) (tres estudiantes, Figura 
3). Por último, solo cuatro estudiantes plan-
tearon argumentaciones adecuadas de tipo 
deductivo, como E16 en el primer ítem:

Siempre que se sumen tres naturales 
consecutivos, el resultado va a ser múltiplo 
de 3, pues a un número x le estamos agre-
gando x + 1 y x + 2, o sea x + (x + 1) + (x + 
2) = 3x + 3. En todos los casos el resultado 
es múltiplo de 3.

En relación con el ítem c), de las 18 
personas participantes que respondieron, 
nueve enunciaron conjeturas sin proporcio-
nar argumentación. En algunos casos, estas 
se apoyaron en los argumentos proporcio-
nados en a) y b). Por ejemplo, E13, que ha-
bía recurrido a una argumentación abduc-
tiva explicativa para validar las conjeturas 
emergentes en a) y b) (“sí, siempre que se 
sumen x cantidad de números consecutivos 
el resultado será múltiplo de x, siendo x un 
número impar”), enunció en c) “esto solo 
será cierto si k es un número impar”. Por 
otro lado, ocho estudiantes emplearon ar-
gumentaciones abductivas exploratorias en 
las cuales identificaron una regularidad en 
uno o varios casos particulares (en algunos 
incluyeron los ejemplos tomados en a y b, 
Figura 6). Si bien este tipo de argumenta-
ción ayudó a enunciar una conjetura, no fue 
adecuada para demostrarla. Por último, solo 
un estudiante (E4) recurrió a una argumen-
tación deductiva en c) como ya había hecho 
en a) y b), si bien no tuvo éxito:

Siempre que k sea un número impar, 
porque si se suman k números consecu-
tivos naturales (siempre que k sea im-
par), el resultado siempre será: xk + (1+ 
todos los números naturales consecuti-
vos hasta k – 1), con x el primer número 
natural que tomemos en cuenta. Siempre 
el resultado de xk y del paréntesis es un 
múltiplo de k.

En estas prácticas, E4 se apoya implí-
citamente en que la suma de dos números 
naturales múltiplos de k es un múltiplo de k.

En la Figura 3 se presenta la solución 
de E19 a los ítems a) y b), identificándose 
el uso y la intencionalidad en las prácticas 
matemáticas elementales.
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En la Figura 4 se muestra el análisis 
ontosemiótico de la estructura argumenta-
tiva desarrollada por E19 en el apartado a) 
del problema 1.

Práctica elemental 1
Establecer la conjetura y mostrar 
su validez (observable) en casos 
particulares.

Práctica elemental 2
Precisar la regularidad observada: 
en la suma de tres números naturales 
consecutivos se suman dos múltiplos de 3.

Práctica elemental 3
Plantear una analogía con el argumento 
propuesto en a) para argumentar una 
nueva conjetura.

Figura 3. Prácticas elementales e intencionalidad en la solución de E19 al problema 1 a) y b)
Fuente: elaboración propia.

E19 considera cuatro casos particula-
res (proposiciones-datos P1, P2, P3, P4) que 
involucran la suma de tres naturales conse-
cutivos y sus resultados, afirmando “y así su-
cesivamente”. Con esta última declaración, 
da cuenta de que la suma de tres naturales 

consecutivos dará como resultado un múlti-
plo de 3 (proposición-conjetura P8). A conti-
nuación, E19 reconoce que la comprobación 
en casos particulares no es suficiente para 
argumentar la conjetura, al emplear califica-
tivos modales como “el porqué de este fenó-
meno no lo sé”. Como indican Inglis et al. 
(2007), resulta fundamental prestar atención 
a los calificativos en las argumentaciones, 
pues de otra manera solo se considerarían 
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argumentos con conclusiones absolutas. E19 
lleva a cabo procesos de particularización y 
materialización en el sentido conclusión (P8) 
- datos (P1, P2, P3, P4), y de generalización 
e idealización en el sentido inverso. La unita-
rización y significación de los datos (P1, P2, 
P3, P4) llevan a E19 a enunciar la regularidad 
P5. Por un lado, esta regularidad actúa como 
garantía de la argumentación abductiva ex-
ploratoria que viene desarrollando E19, que 
junto con P7 (garantía implícita), permitirían 
el paso de los datos a la conclusión objetivo 
P8 (conjetura). Estas garantías vienen respal-
dadas por las definiciones de los conceptos 
implicados: números consecutivos (C1) y 
múltiplo (C2) (procesos de argumentación 
local). Por otro lado, P5 actúa como dato de 
la argumentación inductiva que E19 utiliza 
a continuación, al comprobar P5 en un caso 
particular (respaldo P6).

Observemos que, a diferencia de la ar-
gumentación abductiva exploratoria, aquí la 
particularización y materialización se produce 

Figura 4. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 a). 
Argumentaciones: Abductiva exploratoria – Inductiva
Fuente: elaboración propia.

en el sentido dato (P5)-respaldo (P6), y la ge-
neralización que lleva a aceptar P5 como ver-
dadera, en el sentido respaldo-conclusión.

Como se refleja en la Figura 5, para ar-
gumentar la conjetura emergente en la solu-
ción al ítem b) (Figura 3), E19 se basa en el 
argumento proporcionado en a), por lo que, 
en la estructura argumentativa implicada, po-
demos observar la presencia de dos mega-ar-
gumentos: el fuente y el término. Aunque la 
validez del argumento fuente proporcionado 
por E19 en el ítem a) (Figura 3) aún está en 
discusión (Gascón, 2020), para E19, este ar-
gumento constituye una nueva entidad unita-
ria que actúa como un conocimiento disponi-
ble (proceso de unitarización) en este nuevo 
paso. E19 debe reconocer (idealización, sig-
nificación) que el dominio del argumento tér-
mino es análogo al dominio del argumento 
fuente, en el sentido de reconocer la estructu-
ra matemática común que permita considerar 
que en ambos valen las mismas relaciones 
(Marraud, 2007).
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Así, mediante la propuesta de tres 
casos particulares que involucran la suma 
de cinco consecutivos y sus resultados 
(P9, P10, P11), E19 afirma que “también 
se da esa constante del punto anterior, 
pero ahora siendo múltiplo de 5”. Con 
esta afirmación, refiere a la proposición 
P12, que junto con la garantía implícita 
P13, permitirían llegar a la conclusión 
P14 (conjetura).

Figura 5. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 b). 
Argumentación analógica
Fuente: elaboración propia.

En el ítem c) (Figura 6), E19 asegura 
que “a base de pruebas” la proposición im-
plicada solo es cierta con números impares 
(proposición-conjetura P23). Esto sugiere que 
la observación y el análisis de los casos par-
ticulares que propone (“como los ejemplos 
del punto a y b”, P15, P18, P19) (datos), le 
permitieron hallar regularidades (garantías) y 
enunciar P23 (proposición-conclusión) (argu-
mentación abductiva exploratoria, Figura 7).
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Práctica elemental 1
Enunciar la conjetura a partir de la 
exploración

Práctica elemental 2
Mostrar ejemplos que avalen la 
conjetura

Figura 6. Prácticas elementales e intencionalidad en l19 al problema 1 c) 
Fuente: elaboración propia.

Figura 7. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E19. Problema 1 c). 
Argumentación abductiva exploratoria
Fuente: elaboración propia.
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deductivas (seis estudiantes), si bien se ma-
nifestaron argumentaciones inductivas (un 
estudiante). Por último, dos participantes no 
proporcionaron argumentación.

Los nueve participantes que plantea-
ron argumentaciones deductivas correctas 
aplicaron definiciones y propiedades de 
manera adecuada para garantizar la validez 
general de la proposición dada a priori, tal 
como se muestra en la Figura 7 con las prác-
ticas de E4. En la actividad matemática de 
las seis personas estudiantes restantes que 
propusieron argumentaciones deductivas, 
se observan dificultades asociadas funda-
mentalmente a los procesos de idealización, 
significación y representación. Por un lado, 
aplicaron de manera inadecuada propieda-
des tanto lógicas (contrarrecíproco) como 
aritméticas (propiedad asociativa) (cinco 
estudiantes). Por otro lado, evidenciamos el 
uso del mismo literal para valores paramé-
tricos distintos, con la intención de indicar 
la relación “múltiplo de” (tres estudiantes, 
de quienes dos hicieron un uso inadecuado 
de propiedades). Por ejemplo, E15 parte de 
la suposición n + 6 = 9k (n + 6 es múltiplo 
de 9) y después obtiene n = 3k (n es múltiplo 
de 3). Recíprocamente, E5 parte de la ex-
presión n = 3k´ y obtiene n + 6 = 9k´.

Por último, el o la estudiante que em-
pleó una argumentación inductiva inade-
cuada verificó la proposición en un caso 
particular “le damos el valor de 3 al n y lle-
gamos a que 3 + 6 es múltiplo de 9, y 3 es 
múltiplo de 3”, y los dos estudiantes que no 
proporcionaron argumentación, se limitaron 
a traducir al lenguaje simbólico la proposi-
ción a demostrar. En particular, E10, al no 
poder avanzar en la argumentación de “n + 
6 = 9k ⟶ n = 3k”, expresó de manera ade-
cuada el contrarrecíproco de la misma “n ≠ 
3k ⟶ n + 6 ≠ 9k”, aunque tampoco logró 
argumentarlo.

Como podemos observar en la Figu-
ra 7, E19 recurre a dos conjuntos de datos 
en su argumentación. Por un lado, reconoce 
que si la cantidad de sumandos consecuti-
vos es 3, 5 o 7; es decir, números impares 
(proposición-garantía P17), el resultado de 
la suma es múltiplo de 3, 5 o 7 respectiva-
mente (proposiciones-garantías P8, P14, 
P16), utilizando las conjeturas emergentes 
en a) y b) como conocimientos disponibles 
(proceso de unitarización). Esto le permitió 
conjeturar que “la suma de k naturales con-
secutivos es múltiplo de k si k es impar”.

Por otro lado, si se suman 2 o 4 núme-
ros consecutivos (números pares, garantía 
P22) no se cumple que la suma sea múltiplo 
de 2 o 4, respectivamente (garantías P20, 
P21). Esto le permite concluir que “la suma 
de k naturales consecutivos es múltiplo de 
k solo si k es impar”. Por último, con su úl-
tima afirmación “y así en cada caso”, E19 
muestra su convicción sobre la conjetura, 
aceptando que seguirá valiendo en cual-
quier caso que se considere.

El análisis de las prácticas de E19 
muestra sus dificultades para desarrollar 
una demostración. E19 genera conjeturas 
(afirmaciones matemáticas sobre las cua-
les se necesita una acción adicional para su 
aceptación o rechazo, Stylianides, 2008), 
en estas muestra convencimiento, a pesar 
de que no las valida de manera general; se 
sustenta en garantías que involucran regula-
ridades observadas en casos particulares o 
en la comprobación de dichas regularidades 
en otros casos.

Análisis del problema 2

De las 18 personas participantes que 
respondieron, nueve desarrollaron argu-
mentaciones apropiadas de tipo deducti-
vo, mientras que siete propusieron argu-
mentaciones inadecuadas, en su mayoría 

https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=


Bettina Milanesio • María Burgos

DOI: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470

CC: BY-NC-ND

U
N

IC
IEN

C
IA

 Vol. 39, N
°. 1, pp. 1-28. January-D

ecem
ber, 2025 • 

 w
w

w.revistas.una.ac.cr/uniciencia • 
 revistauniciencia@

una.cr

17

n, k´ depende de k. Para comenzar su demos-
tración, reconoce el carácter intensivo del na-
tural, tomando un n concreto, pero arbitrario, 
que satisface la hipótesis (P1).

Las prácticas que siguen constituyen 
una cadena de afirmaciones matemáticas, 
donde cada una se deduce de la precedente 
sobre bases lógicas y matemáticas (Knipping 
y Reid, 2019). De este modo, algunas afir-
maciones en su demostración desempeñan 
dos roles: como dato y como conclusión (P5, 
P11). En esta secuencia de declaraciones, ob-
servamos el desarrollo de un cálculo sintác-
tico hasta llegar a la tesis que E4 se propuso 
demostrar (proposición-conclusión P11).

En la Figura 8 presentamos la solu-
ción de E4 al problema 2. A continuación, 
en la Figura 9, incluimos el análisis ontose-
miótico de la estructura argumentativa glo-
bal de su demostración.

Práctica elemental 1
Expresar en lenguaje simbólico la proposición dada. Reconocer la hipótesis y la tesis.

Práctica elemental 2
Deducir a partir de la expresión de n+6 como múltiplo de 9, la de n como múltiplo de 3.

Práctica elemental 3
Generalizar el resultado de la práctica elemental 2 a todo natural.

Figura 8. Prácticas elementales e intencionalidad en la solución de E4 al problema 2
Fuente: elaboración propia.

E4 aplica la definición de múltiplo 
para reescribir de manera simbólica la pro-
posición dada, al recurrir al símbolo “⟶” 
para representar la estructura del condicional 
“si… entonces” (procesos de representación 
y materialización). E4 reconoce la hipótesis 
(“supongo n + 6 = 9k, con k ∈ ℤ”) y la tesis 
(“quiero probar que n = 3k´, con k´ ∈ ℤ”) de 
la proposición reescrita, si bien no es del todo 
adecuada, dado que al igual que k depende de 
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Figura 9. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa de E4. Problema 2. 
Argumentación deductiva
Fuente: elaboración propia.

de estas reglas, asegura la validez de la pro-
posición ∀n ∈ ℕ: n + 6 = 9k ⟶[∃k´ ∈ ℤ] 
n =3k´ (P14) (procesos de generalización). 
Así, E4 reconoce la proposición demostrada 
como una nueva entidad unitaria (proceso 
de unitarización).

Por último, de manera implícita, se 
deduce la validez de la proposición dada 
en el enunciado (P15), mediante la aplica-
ción particular del concepto de múltiplo y 
de significar al símbolo ⟶ (procesos de 
significación).

Análisis del problema 3

Trece estudiantes resolvieron el 
problema 3 (los siete restantes no se en-
contraban presentes). Los primeros ítems 

La descomposición y la significación 
posibilitan un tratamiento sistémico de los 
datos para su interpretación, y la particula-
rización permite aplicar propiedades de las 
operaciones en ℤ (proposiciones-garantías 
P2, P6, P7) en casos concretos (P5, P11). 
Las garantías vienen respaldadas por pro-
posiciones dadas a priori (P3, P4, P8, P9, 
P10) (procesos de argumentación local). En 
lo que sigue, E4 emplea dos reglas lógicas: 
el teorema de la deducción (TD) que permi-
te inferir p ⟶ q a partir de suponer p y obte-
ner q (con p y q proposiciones cualesquiera) 
(P12) y la introducción del generalizador 
(IG), que admite concluir la validez de una 
proposición para cualquier elemento, una 
vez se muestra su validez en un elemento 
concreto arbitrario (P13). Mediante el uso 
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perseguían ayudar al estudiante a formular 
una conjetura sobre los posibles restos de 
dividir n3 por 9. Centramos la atención, por 
tanto, en si lograron formular una conjetura 
válida y demostrarla (apartado d). Seis es-
tudiantes conjeturaron de manera adecuada 
y emplearon argumentaciones deductivas 
para demostrar sus conjeturas, como es el 
caso de E2 (figuras 10 y 12). Otros seis es-
tudiantes desarrollaron argumentaciones 
inadecuadas de tipo abductivo exploratorio 
(cuatro estudiantes) y deductivo (dos estu-
diantes). Finalmente, un estudiante respon-
dió solo a los ítems a), b) y c).

En relación con las argumentaciones 
abductivas exploratorias desarrolladas en 
este problema, por un lado, E18 y E20 con-
jeturaron “el resto de dividir n3 por 9, con n 
∈ ℤ, puede ser 0, 1 u 8” y “el resto de dividir 
n3 por 9 es 0 si n es divisible por 3, es 1 si 
n es un múltiplo de 3 más 1, y es 8 si n es 
un múltiplo de 3 más 2”, respectivamente, a 
partir de la observación de los casos particu-
lares de los ítems a), b) y c).

Por otro lado, E6, además de la obser-
vación de los ejemplos en los tres primeros 
ítems, propuso otros que involucran desde 
el entero 3 hasta el entero 12 antes de plan-
tear su conjetura “pareciera que los restos 
serán 0, 1 u 8”. Por último, E3 recurrió tam-
bién a una argumentación abductiva explo-
ratoria, pero que podríamos denominar in-
completa, pues, desarrolló ideas intuitivas 
a partir del análisis de diversos ejemplos 
(casos 2, 3, 4, 5), pero no llegó a declarar 
una conjetura. Cuando E3 descubrió que el 
resto de dividir 53 por 9 coincidía con el 
resto de dividir 23 por 9, no siguió explo-
rando otros ejemplos, sino que finalizó su 
resolución. E3 podría haber reconocido la 
regularidad, pero no la declaró.

Los dos estudiantes restantes que 
elaboraron argumentaciones no adecuadas 

elaboraron conjeturas de manera incorrecta 
y recurrieron a argumentaciones deductivas 
para demostrarlas. E8 planteó una argumen-
tación deductiva para validar la propiedad 
“en todos los casos, los restos de n3 en la 
división por 9 son 0, 1, 4 y 7”. En su prácti-
ca, observamos dificultades asociadas a los 
procesos de cálculo sintáctico que desarro-
lló al elevar al cubo los naturales de la forma 
9k más los restos posibles en la división por 
9. Por ejemplo, consideró las expresiones 
(9k + 2)3 y 729k3 + 486k2 + 108k +4 como 
equivalentes, o las expresiones (9k + 4)3 y 
729k3 + 972k2 + 432k +16; le llevó a obtener 
en todos los casos posibles los restos 0, 1, 
4 y 7. Por su parte, E11 expresó el número 
entero de partida a partir de su división por 
3, n = 3q + r, y mediante una argumentación 
deductiva concluyó n3 = 9k + r3. Sin embar-
go, consideró restos mayores o iguales a 3 
en la división por 3, lo que le llevó a obtener 
de manera inapropiada los restos mayores 
que 9 en la división de n3 por 9. Expresó, 
por ejemplo: “r = 3, n3 = 9k +27” o “r = 4, 
n3 = 9k +64”.

A continuación, mostramos la solu-
ción de E2. Dada la longitud de su produc-
ción, la presentamos fragmentada en dos 
partes: Figura 10 y Figura 12, al identificar 
las prácticas elementales y la intencionali-
dad de estas. En las figuras 11 y 13 se mues-
tra el análisis ontosemiótico de la estructura 
argumentativa implicada en las figuras 10 y 
12, respectivamente.

Para llegar a concluir que “los restos 
[de dividir n3 por 9] varían entre 0, 1 y 8” 
(P14 en la Figura 10), E2 utiliza dos conjun-
tos de datos: por una parte, P1: 63 = 216 = 9 
x 24 + 0, P2: 133 = 2197 = 9 x 244 + 1 y P3: 
203 = 8000 = 9 x 888 + 8, enunciadas como 
parte de su resolución de los apartados a), b) 
y c), respectivamente. Por otra, P9 estable-
ce que los restos de dividir n3 por 9 son los 
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Prácticas 
elementales previas

Práctica elemental 
1
Relacionar los restos 
de dividir un número 
por 9 y de dividir su 
cubo por 9

Práctica elemental 
2
Conjeturar a partir 
de la práctica 
elemental 1 y 
el teorema de la 
división entera sobre 
los posibles restos al 
dividir el cubo de un 
número por 9

Figura 10. Prácticas elementales e intencionalidad en la primera parte de la solución de 
E2 al problema 3 d)
Fuente: elaboración propia.

https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia?subject=
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=


Bettina Milanesio • María Burgos

DOI: https://dx.doi.org/10.15359/ru.39-1.7
E-ISSN: 2215-3470

CC: BY-NC-ND

U
N

IC
IEN

C
IA

 Vol. 39, N
°. 1, pp. 1-28. January-D

ecem
ber, 2025 • 

 w
w

w.revistas.una.ac.cr/uniciencia • 
 revistauniciencia@

una.cr

21

mismos de dividir n por 9, elevados al cubo. 
Es importante destacar que, aunque los restos 
posibles de dividir cualquier número n entre 
m siempre varían entre 0 y m – 1, E2 necesita 
convencerse de ello, por lo que recurre a una 
argumentación deductiva para demostrarlo.

Figura 11. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa en la primera parte de la 
solución de E2. Argumentaciones: abductiva exploratoria (prácticas elementales previas) - 
deductiva (prácticas elementales 1 y 2)
Fuente: elaboración propia.

El flujo de la argumentación abducti-
va exploratoria que va de P1, P2, P3 a P14 
es directo, implicando procesos de generali-
zación e idealización. E2 debe dotar de sig-
nificado a los componentes en los datos P1, 
P2 y P3 para enunciar (como parte de la re-
solución de a), b) y c) respectivamente) las 
garantías (propiedades que se identifican en 
los datos, Soler-Álvarez y Manrique, 2014):

P4: El resto [de dividir 63 por 9] es 0.
P5: El resto [de dividir 133 por 9] es 1.
P6: El resto [de dividir 203 por 9] es 8.

Recíprocamente, los procesos de par-
ticularización y materialización en el senti-
do conclusión-datos permitirían considerar 
P1, P2 y P3 como tres casos particulares de 
la proposición P14.

Por otro lado, la proposición P9 cum-
ple un doble rol en la argumentación deduc-
tiva, ya que, además de actuar como dato en 
el argumento que llega a P14, es la conclu-
sión en el argumento previo. En efecto, E2 
declara todos los restos posibles de dividir 
n por 9 (dato P7) y mediante la proposición 
P8 (garantía) que (implícitamente) aplica 
de manera particular, concluye P9, que lo 
lleva a calcular el cubo de todos los restos 
posibles de dividir n por 9. Sin embargo, 
al observar los resultados, reconoce que 
no cumplen con la condición del resto que 
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establece el teorema de la división entera 
(ver refutación P10 de la conclusión P9 en 
la Figura 10). Así, a partir de P9, mediante 
las garantías P12 y P13 (implícita), E2 divi-
de los resultados previos por 9, para obtener 
como únicos restos posibles 0, 1 u 8 (P14).

En las prácticas que siguen (Figu-
ra 12), E2 descompone la conclusión P14, 

Práctica elemental 3
Relacionar la expresión 
de n yn3 según los 
restos al dividirlos por 
3 y por 9

Práctica elemental 4
Obtener la expresión de 
n3 cuando n tiene resto 
0 al dividirlo por 3

Práctica elemental 5
Obtener la expresión de 
n3 cuando n tiene resto 
1 al dividirlo por 3

Práctica elemental 6
Obtener la expresión de 
n3 cuando n tiene resto 
2 al dividirlo por 3

Figura 12. Prácticas elementales e intencionalidad en la segunda parte de la solución de 
E2 al problema 3 d)
Fuente: elaboración propia.

buscando posibles explicaciones (datos) 
que permitan derivarla (argumentación ab-
ductiva explicativa). 

En los datos (conjeturas emergentes 
en este tipo de argumentación), E2 refiere 
a tres relaciones entre los restos de dividir 
n por 3 y los de dividir n3 por 9 (P16, P18, 
P20), cuyas garantías (P15, P17, P19) se 
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basan en lo expuesto por E2 en su solución 
“los restos de dividir un número por 3 tiene 
3 restos posibles (0, 1, 2), y si elevamos al 
cubo al 0, 1, 2 nos dan los restos de 9 (0, 1, 
8) respectivamente”. Mediante la unitariza-
ción en el sentido datos- conclusión, se re-
conocería P14 como una nueva entidad uni-
taria. Finalmente, E2 emplea un calificativo 
modal que muestra su falta de convicción 
en la validez de estas explicaciones “¿esto 
será verdad?”.

Si bien inicialmente observamos di-
ficultades en las prácticas de E2 al repre-
sentar las proposiciones P16, P18 y P20 
(práctica elemental 3 en Figura 12), en las 
argumentaciones deductivas que propone a 
continuación (prácticas elementales 4, 5 y 6 
en Figura 12), lo hace de manera adecuada. 
En cada una de estas tres argumentaciones, 
E2 desarrolla cálculos sintácticos a partir 
de los datos iniciales (proposiciones P21, 
P26 y P28) hasta obtener las conclusiones 

Figura 13. Análisis ontosemiótico de la estructura argumentativa en la segunda parte de la 
solución de E2. Problema 3. Argumentaciones: abductiva explicativa (práctica elemental 
3) - deductiva (prácticas elementales 4, 5 y 6)
Fuente: elaboración propia.
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(proposiciones P25, P27 y P29, respectiva-
mente). Cada una de las afirmaciones que 
se derivan a partir de los datos iniciales, 
actúan como conclusión del dato previo, 
y como dato para la conclusión siguiente. 
Mediante la descomposición y significa-
ción, E2 interpreta los datos recurriendo a 
propiedades generales de las operaciones 
con números enteros que aplica de manera 
particular (garantías P22, P23 y P24 en la 
Figura 13). Finalmente, debe reconocer el 
carácter general de las proposiciones, al pa-
sar del “entero fijo pero arbitrario” a “cual-
quier entero” en las conjeturas halladas P16, 
P18 y P20, para asegurar la validez de estas, 
y por tanto, concluir P14 como una nueva 
entidad unitaria (implícito).

Discusión y conclusiones

Comprender cómo el estudiantado 
progresa en actividades relacionadas con 
la demostración como elaborar conjeturas, 
determinar la veracidad o falsedad de una 
proposición y justificar la respuesta, demos-
trar una proposición dada, entre otras, resul-
ta esencial para integrar con éxito este tipo 
de prácticas en los procesos de enseñanza 
y aprendizaje (Lew y Zazkis, 2019). En 
este trabajo, se propuso mostrar la utilidad 
de emplear de manera articulada el mode-
lo de Toulmin ampliado (Knipping y Reid, 
2019) y la configuración ontosemiótica del 
EOS (Godino et al., 2019) para analizar, 
mediante un estudio de casos, la actividad 
argumentativa desarrollada por estudiantes 
de primer curso de una universidad argenti-
na conforme avanzan en su formación. Para 
ello, propusimos tres problemas que involu-
cran la demostración, en diferentes momen-
tos durante el desarrollo de la asignatura 
Matemática Discreta en el año 2023.

En el primer problema (preformación), 
la alta frecuencia de argumentaciones basa-
das en la corroboración en casos particulares 
(argumentaciones inductivas), en el hallazgo 
de regularidades a partir del análisis de casos 
particulares (abductivas exploratorias) o en la 
propuesta de posibles explicaciones (abducti-
vas explicativas) pone en evidencia las limita-
ciones del alumnado para validar proposicio-
nes matemáticas de manera general.

El análisis realizado a una solución 
concreta (E19) posibilitó un estudio por-
menorizado de las prácticas matemáticas 
implicadas en algunos de estos tipos de ar-
gumentaciones y, en consecuencia, de las 
mencionadas limitaciones (Figura 4). En 
particular, la identificación de relaciones 
entre los elementos involucrados en las es-
tructuras argumentativas ayudó a reconocer 
el origen de las dificultades del estudiantado 
en la propia naturaleza de dichas estructu-
ras. Por ejemplo, la garantía en una argu-
mentación inductiva queda respaldada por 
la comprobación en casos particulares, a la 
cual se llega mediante procesos de particu-
larización y materialización a partir de los 
datos (proposición general). En el proceso 
de generalización e idealización que se pro-
duce desde la garantía hacia la conclusión 
(aceptación de la proposición como verda-
dera), se observa la falta de comprensión de 
los elementos necesarios y suficientes para 
construir una demostración de una proposi-
ción. Esta carencia también se evidencia en 
las argumentaciones abductivas explorato-
rias en las cuales, mediante la unitarización 
y significación de los datos (casos parti-
culares) se identifica una regularidad (ga-
rantía) que permite plantear una conjetura 
(conclusión). En estas, los procesos de par-
ticularización y materialización en el sen-
tido conclusión-datos permiten considerar 
casos particulares de la conjetura, y los de 
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generalización e idealización en el sentido 
inverso, enunciar y aceptar dicha conjetura.

Así, el análisis realizado explica, en 
términos de procesos, tanto las conexiones 
entre los elementos datos, garantía, respal-
do, conclusión, como la dificultad según, 
por ejemplo, si la garantía se basa en la 
comprobación o en la identificación de re-
gularidades en casos particulares.

En los problemas 2 y 3, las personas 
estudiantes emplearon de forma mayorita-
ria argumentaciones deductivas. Los análisis 
efectuados a la actividad matemática desa-
rrollada en las soluciones escogidas (E4, E2) 
permitieron llevar a cabo un estudio detallado 
de sus prácticas y comprender, en particular, 
el funcionamiento del tipo de argumentación 
que rige las demostraciones (figuras 9, 13). En 
estas, a diferencia de otras argumentaciones 
como inductivas o abductivas exploratorias, 
se plantearon procesos de descomposición y 
significación en el sentido dato (proposición 
particular) –garantía (proposición general) o 
de particularización en la dirección garantía–; 
dato del siguiente argumento. También identi-
ficamos procesos de cálculo sintáctico e idea-
lización desde los datos hacia la conclusión 
o de generalización y unitarización desde el 
último dato hacia la conclusión objetivo final 
(proposición emergente).

Estas relaciones permiten identificar 
nuevos tipos de dificultades, por ejemplo, las 
relacionadas con el desarrollo de un cálculo 
sintáctico, a los procesos de significación en 
el uso incorrecto de propiedades verdaderas, 
a los de generalización en la formulación de 
propiedades falsas, entre otras.

El tipo de análisis que mostramos en 
este trabajo evidencia la potencialidad de 
la articulación de las dos herramientas teó-
ricas. El uso del modelo de Toulmin am-
pliado nos permitió esquematizar diversas 
posibilidades que ocurren usualmente en las 

argumentaciones que proponen los estudian-
tes, y que muchas veces permanecen ocultas 
en sus prácticas. Por ejemplo, el uso de va-
rios conjuntos de datos, la interpretación de 
una misma declaración como elemento con 
distinta funcionalidad en dos pasos distintos 
de una argumentación, la conducción a más 
de una conclusión, etc. Esto facilita la dispo-
sición de distintos argumentos en un mismo 
esquema y revela las relaciones entre estos. 
Además, el análisis de objetos (la estructura) 
y los procesos (la funcionalidad) realizado 
sobre estas estructuras argumentativas nos 
permitió alcanzar una visión microscópica 
de la actividad matemática implicada en las 
argumentaciones y demostraciones propues-
tas, al lograr una mayor comprensión de sus 
logros y dificultades (Godino et al., 2016) in-
cluso después de haber recibido formación. 
Así, los esquemas desarrollados en este tra-
bajo constituyen una concreción de la inte-
gración del modelo de Toulmin con la confi-
guración ontosemiótica del EOS.

Investigaciones previas han analizado 
la actividad argumentativa desarrollada por 
estudiantes al combinar los objetos del EOS 
con el modelo reducido de Toulmin (Molina 
et al., 2019) o con los esquemas de argumen-
tación (empírico, analítico, fáctico y simbóli-
co) (Morales-Ramírez et al., 2021). Por otro 
lado, Arce y Conejo (2019) han articulado el 
modelo reducido de Toulmin con los esque-
mas de prueba (convicción externa, empírico, 
analítico). Con nuestro trabajo, complemen-
tamos estos estudios integrando el modelo de 
Toulmin ampliado con la configuración de 
objetos y procesos del EOS para analizar la 
actividad argumentativa (epistémica o cogni-
tiva). El uso en conjunto de estas herramien-
tas posibilita una comprensión más profunda 
del funcionamiento de los distintos tipos de 
argumentaciones, el cual centra la atención 
en las conexiones entre los elementos del 
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modelo de Toulmin (datos, garantía, respaldo 
y conclusión) según los procesos del EOS. 
A su vez, permite explicar el origen de las 
dificultades que enfrenta el estudiantado con 
la demostración, en términos de la propia na-
turaleza, uso y significado de las estructuras 
argumentativas implicadas.

De cara a futuras investigaciones, se-
ría interesante refinar las relaciones halla-
das, investigando si la mirada de los proce-
sos en los flujos de argumentación permite 
una nueva forma para categorizar/clasificar 
tipos de argumentaciones, así como profun-
dizar en las posibilidades de articulación de 
nuestra propuesta con otros esquemas de 
demostración o argumentación.

Además, sería conveniente ampliar el 
rango de prácticas demostrativas, así como 
el contexto en que estas se desarrollen (no 
solo con personas estudiantes universitarias). 
Pensamos que disponer de esta información 
podría ayudar en el diseño de acciones for-
mativas para mejorar la enseñanza y apren-
dizaje de la demostración atendiendo a las 
necesidades específicas de cada estudiante.
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