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RESUMEN

En el estudio de formas linsales y cuadréticas se dificulta el cdloulo al tener que recurrir a notacio-
nes vectoriales de matrices. Aqui proponsmos una herramienta Gtl para expresar las covarianzas en for.
ma simple. Se hace necssario definir productos similares al producto de Kronecker de matrices y sstudia-
mos sus propiedades.
ABSTRACT

We define products for matrices similar to the Kronecker product and study their properties, We
show that this product are usefull to express the covariances in a simple form,
En el estudio de las covarianzas de formas cuadriticas y lineales

se dificulta la escritura de la covarianza al tener que recurrir a nota-
ciones vectoriales de matrices. Sin embargo en este articulo proponemos

una herramienta {itil para poder expresar dichas covarianzas en, forma sim-
ple. Se hace necesario definir productos similares al productc de Kronecker

de matrices y se estudian sus propiedades matriciales.

Notaciones y definiciones

1} Se define el producto de Kronecker de matrices Anm ¥y B__ por:
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Poltronisri. Propledades matriciales Utiles en estadstica

ABB = (aijB)

i.e. se identifica la entrada ijkl de la matriz A®B por la entrada kl del

blogue ij, es decir:

(A8B) b

ijkl - %155
2) Se define el producto asimétrico de Kronecker de las matrices Anm-y

B o) a4
Pq P

(AB) ; sy = 35 Pyy = (REB)

i.e. se identifica la entrada ijkl de la matriz A@B por la entrada ilkj de

la matriz A®B.
3) Similarmente se define el producto antisim@trico de Kronecker de las
trices A B :
ma nm Y g por

tAﬂB}ijkl = aikbjl

Observemos que estas definiciones implican de inmediato las propie-

dades siquientes:

{A®B)}' = A'@B'
(AdB)' = B'®@A'
(afiB) ' = Béia

5i consideramos la matriz aleatoria X =

(X1,...,Xp} de tamaho nxp de-
notamos: ]
vec(X) = [X] =

X
: vector npxl
X

P

Propiedades

1 [Bxc] = c'es[x]

Observemos que si X Vv N{[,v@L) entonces:
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cov(XB,XA) = E(B'RI [:'E] [;(]'MI) = B'@I val ag1 = B'vARl.

donde X es la matriz aleatoria centrada de X.

2 ] = ade

i.e. cov(X,Z) = E(X'82') - B{(X")EE(Z").

Var {X) = E{)uc'ﬁ).i') = Vel

] -] o

a o L]
En efectc la entrada ijkl de X'8X' es xkixlj i.e. E{x y=v

ki*14’ =V 4%1

3} 8i x,y.,z,q son vectores entonces:

4) Sea Hij la matriz nxp tal que la entrada ij tiene 1 y las demas 0,

i=l,ueu,n 7 j=1,...,p. Sea la matriz K definida por:
n p :
T i=E1 jLHijaHij
entonces:

A#B = KB@A = ASBK'

Nota:

Bien gque K = K' usaremos la notacidén K' para indicar cdmo to-

mar la matriz afin de que el producto tenga sentido directo.

En efecto:  .non z H_ BeH! A i.e. la entrada ij de H_ B y la en-

trada kl de H' A son:
st

(HstB)ij B z hlu uj = Gsibtj
n
ts
(Hstmkl - _Z uaul'= 6kt‘.a’sl
por lo gue:

(A&BJijkl = Sgﬁsibtj Get®s1 T 211Pkj
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. ‘ - '
Similarmente para szthﬂstﬂsﬂst la entrada ij de AHst ¥y la entrada kl

de BH son:
-]

5)

donde las matrices M, ¥ N.

H,.
1]

6)

1) Sea Rij y J
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t
m
1 — ts _
(AHC )35 u;aiuhuj 3¢ 93
q
- st _
(BHge) ey = u=>:1bkuhul = bgS
zaitGSjbksatl = 25155
st
KK = KK' = I =T1RI =1 Q1
e BB 0 P PD
En efecto KK' = } H, H' @ H H = ] 6 M .® § N = )M @N =
. kL
i3kl ij 'kl ij k1l ilks j il il3 fo it jj
= I_eI
nop

3k son nxn y pxp respectivamente, definidas como

a) @b A$B = CadDB

b} ABB ERF = AF&BE

c) AdB C8D = ADEBC

d) K'A4B = BRA

e) A8B K = AQB

- i ma

En efecto:
a) C8D A®B K' = CARDB K' = CARDB

b) XK B&A E®F = K BE®AF = AF®BE

<) A®B K'K D&C = AD®BC

Las partes e y d son inmediatas de la definicidn.

matrices mxp y nxg respectivamente definidas como Hs

uv t
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entonces:
AB = ] AR_®8 R,,B =) J_B'@A'J
i uy uv
——id o uw_
En efecto: (AR ) - ? a rst _ 5
st ij asq twuj = %s ti
E
st
(ReeBlyy u§1rkubul SekPe1

i.e. la entrada ijkl de A#B es ] a. sﬁtjatkbtl ikbjl

st
Similarmente: 9 gt
(JstB }ij - u£1 iubuj = ait is
n

1 = PR

Aok uLaku‘Iul xSl
por lo tanto:

sg 2ex %1 %iePys = 2ikPy1

8) Sea C D . E . F matrices, entonces:
bw qz Wt Zm

ABB C@D = AHC'BD

EQF ABB = EAF'8B

f t -
EBn efecto:  \¥n cep = J AR_ CEBR_ BD
st
Asi: {AR_,C) .. = Z a, rStc . = a, C .
st ij v ig uv'v) is €]
s
(R BD gy = Z kibuvdvl = Ok (D)

por lo que obtenemos: _
I8
s

- '
L skaikctj{BD)tl aik(C BD)jl

Similarmente se demuestra la otra igualdad utilizando las propieda-

des de la transpuesta.
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9) Sean las matrices ¢ s D oC , Dy sean las matrices E_ ,
Pn qm pm an mp

F o E . F entonces:
ng np mq

ARR C&D = ARD'R'C

En efecto: AHBCADK' = ASC'BD XK' = ABD'B'C

Corolaric: ARB K' = AQB' KABB = A'8B

————— e - e a s =

En efecto: Sea Kst una matriz gxn similar a Rij por lo gue:

€D =
C } CK_ @K_ D
st

Asi tenemos que el producto es:

} BR_ CK_ & R__BK D
Xy et XY s

Xyst t

- Z aiurzzcvzkzF = 24xCys t]

uvz ] Y ]
_ xy. st =468 b a

E Txu uvkvzdzl kx'ys tl
uvz
i.e. 1 a, ¢ 8.8 b d . =a. d. tr(BC')

XySt ix ys t]) kx ys 1l ik jl

11} Sabemos que K = X' i.e. FKK' =1I por lo gue detkK = 1.

ng

Sean las matrices A ¥y B entonces:
nn PE

i) det (AB) = detkK detB@a = detAPdets™ = detaem
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iii) (a@B)~! = plea”?

et e e e i e e e

iv} tr(A8B) = tr(AB) , tr(ASB) = tr(AB') si A y B son nxn.

R ——— i — e e e g e e

v) I8 I =K
n

12) i) TEI =R s8R, = ya aJ
i3 uv  uv
ij uv

ii) rang(Inﬁl ) = 1 por lo que AdB es singular i.e. rang(AfiB) =

Calculo de covarianzas

En esta seccidn vamos a calcular algunas covarianzas, afin de poder veri-

ficar la importancia de la herramienta que se ha desarrollado.

Consideremos Y " N([,V8EL) entonces:

- cov(KYA,HYB) = A'VBRKIH'

En efecto: ° w o o o
cov(KYA,HYB)=E(A'Y'K'&B'Y'H"') = A'@KE(Y'HY')p&H' =

A'®K VeI BaH' = A'VBSKIH'

- cov(YAY',¥BY') = E{(YAY'-TAT'-Itx(AV)) 'M(¥BY'-TBI*-Itr(BV))}'} =

E(YAY'+TAY' +YAT' -5t (AV) ) 8 (YBY ' +TBY+YBI ' ~Ttr (BV) ) =
= tr(AVBV)I®L+ tr (AVBV)I&T + tr (AV)tr(BV)IBI ~ tr(AV)tr(BV)IBI+
TAVEBI'QL + E@TAVBI' + tr(AV)tr(BV)I#I - tr(AV)tr(BV)E8L +

T&ravel'' + TaAvBl''&L .

Asi pues tenemos que:

cov (¥AY',YBY') = tr(AVBV) (E®I+I4T) + TAVBT'®y + IRTAVET' +
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vamos ahora a calcular la covarianza entre las formas cuadraticas
XYAY'K' y B'Y'HYB.

cov(KYAY'K',B'"Y'HYB) = K@K cov(YAY',Y'HY) B®B
El término del medio de la expresidn derecha es:

E (YAY'+TAY' +YAT ' ~Ztx (AV) )@ (¥ ' HY+T 'HY+Y'HT -Ver (HZ))

y los términos no nulos son:

E(YAY'8Y'HY)= THISVAV + tr(AV)tr (ZH)IBV + THIBVAV
-E(YAY' )@V tr(HD) = -tr (D) tr (AV) IV

E(I'A;'ﬁ]'"il;') = [aRI E(;'ii;) Hl'®I = Taverinl'
B(I'A;"ﬁ;'ﬂl'") = [avaZul"

E&AI"“F'H{') = Inl'elav

E(;AI"“;'HF') = IHT"@Tav

-tz (AV) HE(Y'HY) = —tr (aV) tr (HE) THV

tr (AV) tr (HE) I8V = tr(AV)tr{HL) I&v

Asi tenemos que : "
4 cov{KYAY'K',B'Y'HYB} = 2KIHIK'@B'VAVE +

KIAVBAKIHI'S + KTAVBSKIHT'B + KIH['B@KTAVB + KIH['B&KTavB

Il

nclusidn " -
Conclusion Hemos obtenide algunos resultados Utiles para el calcu-

lo de covarianzas de matrices aleatorias. La herramienta desarrollada eli-
mina el c&lculo tedioso y simplifica en gran manera el cémputo de estos de-

sarrollos. Es muy importante en el articulo el desarrolleo de varios tipos

de productos de Kronecker asl como los diferentes resultados al efectuar

66



UNICIENC!A

los productos de los distintos tipos de matrices generados por estos. Es

fundamental la forma de escribir la covarianza de una matriz aleatoria.
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